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Zur algebraischen Theorie 
der algebraischen Funktionen. 


Von A. Weil in Straßburg. 
(Aus einem Brief an H. Hasse.) 


... Bei Gelegenheit eines Vortrages im Juliaschen Seminar habe ich neuerdings 
eine Methode zur Begründung des Riemann-Rochschen Satzes ausgearbeitet, die sich eng 
an meinen Beweis des verallgemeinerten Riemann-Rochschen Satzes !) anschließt. Dabei 
wird der Cauchysche Integralsatz geradezu als Definition des Differentials gebraucht, was 
mit der auch in der modernen Topologie bekannten Dualität zwischen Funktionen und 
Differentialformen recht wohl im Einklang steht. Sachlich sind natürlich die so definierten 
Differentiale nichts anderes als die von Ihnen eingeführten ?), wenigstens wenn der 
Funktionenkörper nicht ein solcher ist, wo die letzteren sämtlich verschwinden. Zu einer 
eingehenden Untersuchung des Zusammenhanges mit den F. K. Schmidtschen Differen- 
tiationen ?), sowie mit den Ergebnissen Teichmüllers *) bin ich noch nicht gekommen. 
Meine Methode sei im folgenden kurz mitgeteilt. 


1. Aus der schönen F. K. Schmidtschen Arbeit ?) entnehme ich die Nr. 1—2 des 
$ 3, sowie die Tatsache, daß zu jedem Element z aus dem Funktionenkörper A ein Divi- 
sor (z) gehört. Ich sage, z sei Multiplum eines Divisors a, wenn der Divisor (z) Multiplum 
von a ist; wie üblich werden die Begriffe Multiplum von a, teilbar durch a und = 0 (a) 
als gleichwertige Ausdrucksweisen gebraucht. Der Grad eines Divisors a werde durch (a) 
bezeichnet. Wenn p ein Primdivisor ist, ist n(p) der Grad des zugehörigen Restklassen- 
körpers, der also in bezug auf den Konstantenkörper k eine Minimalbasis mit n(p) Ele- 
menten besitzt: 2,,22,...,Zuy) Seien in Ä gelegene Vertreter dieser n(p) Elemente, 
t sei eine zu p gehörige Ortsuniformisierende, d.h. ein Element aus A, dessen Divisor 
den Primdivisor p genau zur ersten Potenz enthält; dann ist eindeutig Jedem Element z 
aus Ä eine Entwicklung 


n(p) 
Y Y v 
z= 2 2 c,„äl 
i=1l v 


mit in k gelegenen Koeffizienten c;, zugeordnet; sie heiße (bei fest gewählten z;, t) die 
zu p gehörige Entwicklung von z. 





1) A. Weil, Gen6ralisation des fonetions ab@liennes, Journal de Liouville (9) 17 (1938), p. 47. 

2) H. Hasse, Theorie der Differentiale in algebraischen Funktionenkörpern mit vollkommenem Konstanten- 
körper, Crelles Journal 172 (1935), S. 55. 

3) H. Hasse und F. K. Schmidt, Noch eine Begründung der Theorie der höheren Differentialquotienten usw., 
Crelles Journ. 177 (1937), S. 215 (insbesondere Zusatz von F. K. Schmidt, S. 223). 

*) O. Teichmüller, Differentialrechnung bei Charakteristik p, Urelles Journ. 175 (1936), 5. 89. 

5) F.K. Schmidt, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen. I., Math. Zeitschr. 41 (1936), 
S. 415. 
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Weiter sei x ein über k transzendentes Element von Ä; der Nennerdivisor d von x 
sei durch die Primdivisoren p, und durch keinen anderen teilbar; o sei die Menge der- 
jenigen Elemente aus Ä, deren Nennerdivisoren die p, nicht enthalten: o ist Integritäts- 
bereich, und x=!o ist Hauptideal in o. Aus der Betrachtung der zu den p, gehörigen Ent- 
wicklungen der Elemente aus o folgert man leicht (wenn man noch den Unabhängig- 
keitssatz berücksichtigt, vgl. a. a. O.°)), daß o/x-! vo endlicher k-Modul vom Range n(d) ist; 
also gibt es in o genau n(d) modulo x-!0 linear-unabhängige Elemente w,. Die w; sind 
dann in bezug auf k(x) linear-unabhängig; eine lineare Relation zwischen den w; mit 
Koeffizienten aus k(x) könnte nämlich in der Form 


= Pa) w= 0 


geschrieben werden, wo die P; Polynome in x-! mit nicht sämtlich verschwindenden kon- 
stanten Gliedern a; bedeuten; dann gehörte aber &a;w; dem Ideal x-!o an, was der 
% 


Definition der w; widerspricht. Also ist (X :k(x)) zZ n(d). 


2. Jedem Divisor a werde die lineare Schar L(a) der durch a-! teilbaren Elemente 
aus Ä zugeordnet; ihre Dimension sei mit l(a) bezeichnet (auch wenn sie unendlich sein 
sollte, da wir ihre Endlichkeit nicht als bekannt voraussetzen). 

Wenn a durch b teilbar ist, so ist L(b) in Z(a) enthalten. Betrachten wir die Ent- 
wicklungen eines z aus L(a), die zu den in a oder b (mit nichtverschwindendem Exponen- 
ten) vorkommenden Primdivisoren gehören; damit z durch b”' teilbar sei, ist das Ver- 
schwinden von genau n(a)—n(b) Koeffizienten dieser Entwicklungen notwendig und 
hinreichend. ZL(b) ist also ein durch n(a) — n(b) lineare Gleichungen definierter Unter- 
modul von L(a), woraus für jeden durch b teilbaren Divisor a die Ungleichung 


n(a) — (a) = n(b) — I(b) 

folgt. Da n(1) = 0, (1) = 1 ist, so ist insbesondere, wenn a ganz ist, !(a) <n(a) +1. 

Ferner sei wieder d der Nennerdivisor von &, und n = (K::k(x)) sei der (endliche) 
Grad von K über k(x). Der Körper X besitzt in bezug auf k(x) eine Basis aus n Elemen- 
ten v;, die wir als in bezug auf k[x] ganz voraussetzen dürfen. m, sei eine ganze Zahl 
derart, daß sämtliche v; durch d”""" teilbar seien; dann sind für m> my die «*v; 
(<u<m— m; 1<Si<Sn) in bezug auf k linear-unabhängige Elemente aus Z(d”); 
also ist 

n(m — m,) < (d") <m-n(b) +1. 

Daraus folgt (für großes m) n < n(d), also n = n(d) wegen der früher bewiesenen Unglei- 
chung n 2 n(d); wenn man x-'! statt x betrachtet, sieht man ein, daß der Zählerdivisor 


von x ebenfalls den Grad n hat, woraus folgt, daß für äquivalente Divisoren a und a’ = za 
der Grad derselbe ist; andererseits ist dann /(a) = l!(a’), da L(a’) aus L(a) durch Multi- 


plikation mit x”' hervorgeht. Da nun n(d") — !(d”) <nm, ist, so besteht die Un- 


gleichung n(a) — l(a) <nm, für jeden mit einer Potenz d” äquivalenten Divisor, also 
(wegen des oben Bewiesenen) auch für jeden Divisor, der einen solchen teilt. Das ist aber 
für jeden Divisor aus Ä der Fall; denn es genügt, dies für einen nicht in d enthaltenen 
Primdivisor p zu beweisen. Da aber der zugehörige Restklassenkörper in bezug auf k 
algebraisch ist, so gibt es ein durch p teilbares P(x) aus k[x], dessen Zählerdivisor also 


einerseits durch p teilbar, andererseits mit einer Potenz d” äquivalent ist. 


Die Zahl n(a) — !(a) + 1 hat also, wenn a sämtliche ganze Divisoren durchläuft, 
eine endliche obere Schranke g > 0; mit g sei im folgenden ein fest gewählter ganzer 
Divisor bezeichnet, derart, daß n(g) — l(g) + 1 = sei. Dann ist, wenn a durch g teil- 
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bar ıst: 
Ka)=n(a) +1—.2. 
3. Es sei b beliebig und a ein gemeinsames Multiplum von b und gQ. Aus 1 folgt 
die Ungleichung !(b) 2 n(b) +1 —-g. Genauer ist, wie oben bemerkt wurde, L(b) ein 


durch n(a)—.n(b) lineare Gleichungen definierter Untermodul von L(a), und es ist, 
wenn zwischen diesen Gleichungen genau r(b) Relationen identisch bestehen: 


ib) =n(b) H1—g +r(b). 


Jede solche Relation ist aber nichts anderes als eine lineare Relation R(z) = 0 zwischen 
endlich vielen Entwicklungskoeffizienten eines z aus Z(a), die für jedes solche z erfüllt ist. 


a’ sei ein Multiplum von a; R’(z) sei ein linearer Ausdruck in endlich vielen Ent- 
wicklungskoeffizienten eines z aus L(a’), der für jedes solche z verschwindet. Lfa) ist 
ein durch das Verschwinden gewisser Entwicklungskoeffizienten definierter Untermodul 
von L(a’); durch das Fortfallen der entsprechenden Glieder wird also aus R’(z) ein linearer 
Ausdruck R(z) in den Entwicklungskoeffizienten eines z aus L(a), der für jedes z aus /,(a) 
verschwindet. Wir'sagen dann, /?’(z) sei eine Fortsetzung von R(z). Dabei kann /(z) 
nur dann identisch verschwinden, wenn das schon für R’(z) der Fall ist; denn sonst wäre 
R’(z) = 0 eine Relation zwischen den n(a’) — n(a) Gleichungen, die L(a) innerhalb Z(a’) 
definieren, und es wäre !(a) — n(a) > l(a’) — n(a’), entgegen der Voraussetzung, daß a 
durch g teilbar ist. Jedes A(z) besitzt also höchstens eine Fortsetzung. 


Andererseits kann man zu einem gegebenen R(z) einen Divisor b so wählen, daß a 
durch b teilbar ist, und daß AR(z) nur solche Entwicklungskoeffizienten eines z aus Z(a) 
enthält, deren Verschwinden ausdrückt, daß z zu L(b) gehört. A(z) = 0 ist also eine der 
r(b) Relationen zwischen den Gleichungen, die Z(b) innerhalb Z(a) definieren. Es ist 
aber r(b) = !(b) —n(b) +g—1, und diese Anzahl ändert sich nicht, wenn man a 
durch a’ ersetzt. Da jedes R(z) höchstens eine Fortsetzung besitzt, muß also auch jedes 
R(z) eine Fortsetzung besitzen. Mithin entsprechen sich die /?(z) und ıhre Fortsetzungen 
R'(z) eineindeutig, und wir dürfen die R’(z) mit den AR(z) geradezu identifizieren. 


Betrachten wir insbesondere die linearen Ausdrücke in endlich vielen Entwick- 
lungskoeffizienten eines z aus L(g), die für jedes z aus L(g) verschwinden. Jedem solchen 
Ausdruck ordnen wir eineindeutig ein neues Ding » zu, das ein Differential genannt 
werde; den Ausdruck selbst, sowie jede seiner Fortsetzungen, schreiben wir dann als $zo. 
Da man zu jedem z ein Multiplum a von q wählen kann, derart, daß z in Z(a) enthalten 
ist, so hat (unabhängig von dieser Wahl, wie man sofort einsieht) für jedes z aus A der 
Ausdruck $zw einen Sinn. 


Für jedes z aus X und jedes Differential » besteht also die Gleichung $zo = 0. 
Insbesondere ist, wenn x und w fest gewählt sind, $3 - 2» = 0 für jedes z aus Ä, also 
insbesondere für jedes z aus L(g) erfüllt; das heißt, daß der Ausdruck $3- zo ein 
Differential definiert, das mit x» bezeichnet werde. Mit anderen Worten: Es läßt der 
Modul der Differentiale die Elemente des Körpers X als Operatoren zu. 


4. Wir sagen, das Differential ® sei Multiplum von b, wenn für jedes z aus ZL(b) 
das Integral $z» überhaupt keinen Entwicklungskoeffizienten von z mit einem nicht- 
verschwindenden Koeffizienten enthält. Offenbar kann nach unseren Definitionen kein 
nichtverschwindendes Differential Multiplum von g sein; also ist r(b) genau die Anzahl 
der Differentiale, die durch b teilbar sind. Wenn » durch b und x durch a teilbar ist, 
so ist zw durch ab teilbar. 


Wenn » Multiplum des Divisors 1 ist, so heiße » ganz. Da n(1) = 0, (1) =1 ist, 


ist r(1) = g; es gibt also genau g ganze Differentiale. Es sei durch b teilbar; dann 
17* 
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wird zo ganz, wenn x in Z(b) liegt, also muß /(b) <g und folglich n(b) s 2g — 1 
sein. Es sei d, ein Teiler vom größten Grade des Differentials ® und n(») sein Grad. 
Es ist n(») < 2g — 1, und jeder Teiler b von ® ist Teiler von d,. 

Wenn b ganz und #1 ist, ist (b7') = 0, also r(b') = n(b) +g—1. Nehmen 
wir an, es gäbe zwei bezüglich Ä linear-unabhängige Differentiale », 7; dann ist stets 
20 #= yn; andererseits sind x» und yn durch b' teilbar, wenn x zu L(bd,) bzw. y zu 
L(bDd,) gehört. Mithin ist 

1(0d.) + 0d,) < nd) + 8 —1, 
also 
2n(b) + n(o) + n(n) +2 —2g <£n(b) + g—1. 
Für großes n(b) ist das gewiß unmöglich. Also sind ®, n bezüglich Ä nicht unabhängig, 
d.h. wenn o ein festes Differential ist, so ist jedes Differential in der Form x» darstellbar. 
b sei jetzt ein ganzes Multiplum von gd,' und + 1; dann ist einerseits 
6 )=nl)+g—1. 

Andererseits ist r(b') die Anzahl der Differeniiale x», die durch b' teilbar sind, also 
gleich /!(bd,) oder (da bDd, durch g teilbar ist) gleich n(b) + n(w») +1 —.g. Mithin ist 
n(o) = 2g— 2. Und für beliebiges b ist allgemein r(b) = !(d,b"). Damit ist alles be- 
wiesen. 

Der Anschluß an den gewöhnlichen Differentialbegriff im separablen Falle ergibt 


sich aus der von Ihnen ?) bewiesenen Tatsache, daß $ zdx = 0 ıst, daß also dx als ein 
Differential im obigen Sinne betrachtet werden kann. 


5. Zum Schluß möchte ich noch die Analogie mit den von Chevalley ın die Zahlen- 
theorie eingeführten Idealelementen ®) andeuten. Es sei Ä, der zum Primdivisor p ge- 
hörige Lokalkörper, der aus Ä durch Abschließung in bezug auf die entsprechende Be- 


wertung hervorgeht oder auch als Körper der formalen Entwicklungen 2 c,,2;!” definiert 
i,v 


werden kann (er erscheint so als hyperkomplexes System über dem Körper der Potenz- 
reihen &c,t', da die z; Gleichungen von der Form 43 = Cl genügen); die 
‚v 


Einbettung von Ä in Ä, ist ein Isomorphismus /,. Nun betrachten wir im direkten 
Produkt aller X, den Ring R derjenigen Elemente, deren Komponenten bis auf endlich 
viele ganz sind; durch die /, wird Ä in R isomorph eingebettet. Ein Element x von R 
sei Fasteinheit genannt, wenn es in # eine Reziproke x! besitzt; dazu ist notwendig und 
hinreichend, daß keine Komponente von a verschwinde, und daß die Komponenten von ı, 
bis auf endlich viele, Einheiten der betreffenden Ä, seien. Jedes Element von Ä, mit 
Ausnahme von (, ist Fasteinheit; die multiplikative Gruppe der Fasteinheiten ist nichts 
anderes als die Chevalleysche Gruppe der Idealelemente. 

D sei der Ring aller Elemente in R, deren sämtliche Komponenten ganz sind; dann 
gibt es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Divisoren ain Ä und denjenigen Haupt- 
idealen (x) = aD in R, die von einer Fasteinheit & erzeugt werden; Z(a) ıst dann nichts 
anderes als der Durchschnitt von Ä mit dem Ideal «-!dD. 

Jetzt werde R dadurch topologisiert, daß man jedem Element Z, aus R und jeder 
Fasteinheit x eine Umgebung von Z£, zuordnet, nämlich die Menge aller solcher Z, für 
die &— £,in aD liegt. R ist dann topologischer Ring; jedes abgeschlossene O-Ideal in R 


— —— 


6) Ü. Chevalley, Generalisation de la theorie du corps de classes pour les extensions infinies, Journal de Liou- 
ville (9) 15 (1936), p. 359 (vgl. auch A. Weil, Remarques sur des resultats recents de 6. Chevalley, 6. R. Paris 208 
(1936), p. 1208). Auf den Zusammenhang zwischen dieser Arbeit und meinen Ausführungen wurde ich durch 
Chevalley aufmerksam gemacht. 
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besteht aus allen Fastmultiplen eines gewissen Divisors in bezug auf eine gewisse Menge 
von Primdivisoren (wobei der F. K. Schmidtsche Begriff der Fastmultiplen, a. a. 0.5), 
in naheliegender Weise für die Elemente von X erklärt wird), und umgekehrt ist jede solche 
Menge abgeschlossenes DO-Ideal in ®. 


Nun läßt sich, genau so wie oben in Nr. 3 der Ausdruck $ zo, hier der Ausdruck $ Lo 
für jedes £ aus R definieren; er wird dabei eine stetige lineare Funktion in R, wenn man 
den Körper k (in welchem diese Funktion ihre Werte annimmt) mit der diskreten (Haus- 
dorfischen) Topologie versieht. Umgekehrt ist jede in R stetige lineare Funktion, die in k 
ihre Werte annımmt und auf demin ®R gelegenen isomorphen Bild von Ä verschwindet, 
von der Form ${w. Die Relationen $ zu = 0 sind also nichts anderes, als die Gleichun- 
gen, die die abgeschlossene Hülle des Bildes von Ä innerhalb R definieren. 


Die obigen Ausführungen sind übrigens die beste Grundlage für die Klassenkörper- 
theorie im Gebiete der algebraischen Funktionen. Eine solche Theorie besteht nämlich 
in viel genauerem Sinne, als bisher bemerkt wurde, wie ich im klassischen Falle (wo der 
Konstantenkörper aus den komplexen Zahlen besteht) bestätigt habe; doch sei diese 
Frage auf eine andere Gelegenheit verschoben. 


Straßburg, den 7. Februar 1938. 





Eingegangen 9. Februar 1938. 
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Über eine Verallgemeinerung 
der Hillschen Determinante. 


Von Ernst Lamla in Berlin. 





l. Das System linearer Gleichungen für die Elektronenbeugung. Das Problem der 
Elektronenbeugung in einem Kristall läßt sich in der Weise behandeln, daß man den aus 
dem Vakuum ankommenden Elektronenstrahl als eine ebene Materiewelle ansieht, für 
die die Schrödinger-Gleichung mit dem Potential Null gilt. Für das Innere des Kristalls 
wird das Potential als eine räumlich periodische Funktion angenommen, die die Perioden 
des Kristallgitters besitzt, und daher durch eine dreifache Fourier-Reihe ausgedrückt. 
Diesen Ansatz hat zuerst H. Bethe durchgeführt !). Die Wellenfunktion y für das 
Kristallinnere wird ebenfalls als dreifache Fourier-Reihe angesetzt, die die Perioden des 
Kristallgitters besitzt, und deren einzelne Glieder ebene Wellen darstellen. Es handelt 
sich vor allem zunächst um die Ermittlung der im Kristall möglichen Wellenfelder. 
Man kann nun etwa (und das empfiehlt sich z. B. bei Annahme einer ebenen Grenze 
zwischen Vakuum und Kristall im Hinblick auf die Grenzbedingungen) die tangentiellen 
Komponenten des Ausbreitungsvektors einer beliebigen Welle des Wellenfeldes vor- 
geben. Dann kann seine Normalkomponente nicht willkürlich gewählt werden, sondern 
sie muß so beschaffen sein, daß das folgende Gleichungssystem lösbar wird, das sich 
aus der Schrödinger-Gleichung für die unbekannten Fourier-Koeffizienten y, ergibt: 








(++ 8) — m 91° 
u ER er aa er 
In diesem System von unendlich vielen linearen homogenen Gleichungen bedeutet x 
(bis auf einen konstanten Faktor) die unbekannte Normalkomponente des erwähnten 
Ausbreitungsvektors. Die Buchstaben g und Ah vertreten stets ein Tripel von drei ganzen 
Zahlen g,, 82, 85 bzw. h,,h,, ha. Die y, sind die unbekannten Fourier-Koeffizienten der 
Wellenfunktion (Wellenamplituden). Die a,£ sind die (als bekannt anzusehenden) Fourier- 
Koeffizienten des inneren Potentials. Z ist in allen physikalisch wichtigen Fällen klein 
gegen 1. a_, ist konjugiert komplex zu a,. Die Größen a, genügen der Bedingung: 
(la) = a,& ıst absolut konvergent. 


{,und c, sind Größen, die durch die Kristallstruktur, die Wellenlänge und die vorgegebenen 
Tangentialkomponenten des Ausbreitungsvektors bestimmt sind; sie sind als bekannt 
zu betrachten und hängen nur von den ganzen Zahlen g, und g,, nicht aber von g; ab ?). 
Insbesondere ist {, eine homogene lineare Funktion von g, und g,. t, und c, sind im allge- 
meinen keine ganzen Zahlen. 


!) H. Bethe, Theorie der Beugung von Elektronen an Kristallen, Ann. d. Phys. (4) 87 (1928), S. 55—129. 
*) Es ist also ag eine Abkürzung für ayg,g,9,; dagegen (g = (g,9:- 
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2. Unendliche Determinante mit einfachem Ursprung (Hillsche Determinante). Die 
erste wesentliche Frage ist die, für welche Werte x das Gleichungssystem (1) lösbar ist. 
Bedingung für die Lösbarkeit ist das Verschwinden der zugehörigen Determinante. 
Für viele physikalische Anwendungen genügt die Annahme !), daß die Amplitudenwerte 
Y, sämtlich sehr klein und zu vernachlässigen sind bis auf zwei. Dadurch reduziert sich (1) 
auf zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Für x ergibt sich eine biquadratische 
Gleichung. 

Ein anderer, von Morse untersuchter Fall ist der, daß nur solche Y, ın Betracht 
kommen, die sämtlich zu demselben Wertepaar (g,, g5) gehören ?). Es sei also g, — g, — 0 
(also auch 1, = 0), während g,=n alle Werte von — oo bis + oo annehmen kann. 
(1) lautet dann: 


N 2 + ” 
(2) (+ n)“ . c _— y' Ay he y— 0 
2 2 ’ Fe j 2 - ’ 
Cy n a Ben o m 
m+n 


Man erkennt leicht, daß ın (1) und ebenso in (2) der Nenner zugefügt worden ist, um die 
Konvergenz der jetzt entstehenden unendlichen Determinante zu sichern. Bedingung für 
die Lösbarkeit des Systems (2) ist 


u. € BB Er Te EEE EEE Ei a ar Er a a EEE IB LEE RR GL HG EEE 5 


(«—1)? — ed a_ıd a_.L 
2 2 2 2 42 
| 1? — ce 1? — 2 1? — ed 
. | ad 22 — a_ıd 
(3) a: San |=0. 
—dg —G —( 
5 Asl . a, (+ P—dG 
1? — 1? — 1? — dd 


Das ist eine Hillsche Determinante *?). Man kann (3) bekanntlich auf eine lineare Glei- 
chung für sin?(xx) zurückführen und damit auflösen ®). Insbesondere ergibt sich, daß (3) 
nur zwei Lösungen x besitzt, die sich nicht nur um ganze Zahlen unterscheiden (diese 
beiden unterscheiden sich durch das Vorzeichen), und daß zu diesen Lösungen + x die 
weiteren Lösungen + x + n hinzukommen, wo n eine beliebige ganze Zahl ist. 


3. Unendliche Determinante mit vierfachem Ursprung. Bei Betrachtungen über die 
Kikuchi-Enveloppen wird es nötig, in (1) alle diejenigen y, zu berücksichtigen, die zu zwei 
verschiedenen Wertepaaren (g,, g) gehören ®). Das erste Wertepaar sei (0, 0), das zweite 
heiße (g,, 5). 3 = n durchläuft wieder alle Werte von — oo bis + oo. (1) wird dann, 
wenn der Index g im folgenden nicht die drei Indizes g,,gs,g3 vertritt, sondern nur 
noch g,, 82°): 








(+ n)? —6G ak i © Guru er _( 
nm—e m u N — 5 1 in? — KAT 
g+n 4 
BERN > Ay+n-6 + (+ +n)—@ e,.—) An-5 y,,—0 
nr Wr)’ * tn a er larn—a 





*) G. W. Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean motions of the 
sun and moon, Acta Math. 8 (1886), S. 1—36. I 

5) Vgl. z.B. E. T. Whittaker, 6. N. Watson, A course of modern analysis, 4. Aufl. (Cambridge 1955), S. 415. 

6) E. Lamla, Zur Theorie der Elektronenbeugung bei Berücksichtigung von mehr als zwei Strahlen und zur 
Erklärung der Kikuchi-Enveloppen, Ann. d. Phys. (5) 32 (1938), S. 173—189, S. 225— 211. 


”) Im folgenden bedeutet also z.B. a,,,=4, „,n5 Anıyq 


a do, 0O,n+y' 











"SIE-ERL'S (2681) 95 (2) "EN Ip "uuy ‘oyuyur aurpıo,p LYueurwisap ıng ‘edtuezzei) 'L (s 


UOA I9pO uafIaZ U0A ZunydsneyIaA Ip y9ınp 419 A IyT uusM ‘Jua3I9AUoN JFuıpaqun IgTOy AYUBUTULIIIOA SIq "7 IST Jay ayı pun ‘yuadıaa 
-UOY 974UBULWISPC Sydıppusun Ip gay os ‘7 aMmzu9Ir) UFJWUWISOG WOUTD 7 pun 4 WoPussyoem yaıppusun uw Mr yoıs OYeN 









































| MD... 0m... ip 
u 0 ::++: Mm...» En ; (89) 
R E* EEE Er Br 
E 12 9...027%p.. 1-17 
F 7+ x apeın) WOA 9JUEULUIPIO( Sp uuep uapfiq da 
Z ‘yyorıdsyus oyfeds usywwmsaq J9uT0 A HyoMmZz I9p ‘oflez uaywursOq Jours 7 xopu] 94819 A9p cJep ‘NEIOP JOUPI09F seWaYUIS UaYzUaıd 
F -aqun Z1MOSI9TA SOUTD UNO ur pun uogadas “n adjojusjyez Sydıppusun-y9ejlomz auld 19 SAT NEIUNEP UEKTEULOPUAd[OF urmwwesITe 
S  (,„ edıuezzen) yDeu UHPIOM (E) WIO,] Jop usyueurunsag] '(E) AYueurusag Sys 9ıp spe WIO,T JOIWUWWesTTe semI9 U0A Ist (GC) 
S Ben all u N Te) BE 9—z(1 +9) B : 2. tr) lt) _ 9—z(1 +9) er | 
3 9— (1 ++) 5'0 3° 30 310 2. | 
$ u a __ DU P—-H_,, Pu 7242 B-U_ BB, 
g 2m 2-02) 2'0 37 >’ 21+ | 
E + E_ EI AI ea. EI _ ei... 
> 230 370 9—z(7 +2) 2% j17°p 9°D 
-S ‚0=- EZ EZESESTZSZEZZEZZZZIZ ZZ EZ EZ ZI ZI ZZ JS ZZEZ ZZ ZI ZI ZZ EZ AZ SZ SE LEE EEE 5 (c) 
g D—e_ —el_ —e_,.,.,_Pad —el_ 9—sl_... 
” 370 ger. 2 2—z(1+?) 3'0 3°D 
3 4 zo. P—_ Be. Er 9 Au 
K 51-5 95 9144-p 9179 — 2 51p | 
| ul 1 EEE Zu 1 FE P—-ı1_.,.. Poi_ Poei_ Pod | 
95-0-p 915-7 6 7°» 97 91-2) | 





pm sg "Ist zeqsof osfe (3) weIsÄS sep ‘Y9PULMmY9SI9AA 9JUEUTULIYYSLT IP Ip any ‘Iql3 se z aa (BUaparyos1aA 

usıyez azue3 um anu 4yoıu 'y 'p) adıdurygeun [oraaım ade] adıyydIm usdunpusmuy uayasıpeyısäyd aıp any aIp ne Uomyuy aus uuep 

„ Wis yq1319 sneie(] '9SOIp IM USULIOFUM IST Joyaıuye ur ‘Jos U9PIaM 4319293 u9puadjoF WI HIM “Y9IS Ye] 9IS "U9pIom Ygjejodrne (£) 
=  ayueurunloIal] uayosıfig Op ZunasurwwegjjeIs‘ Sul sje UUEY 9JUEUTULIPIAK Sydılpuaun ad11loya3 wegsÄssdunydtefs) weSaIp nz all] 


_ 






ii Ns 


EEE EEE TEE RB EDER 














%y . r * * . 
Lamla, Über eine Verallgemeinerung der Hillschen Determinante, 137 


Spalten nicht geändert wird (bis auf einen Faktor +1). H.v. Koch ®), der die Eigen- 
schaften dieser Determinanten sehr genau untersucht hat, schränkt die Definition dahin 
ein, daß er k = | setzt, also 
(6b) D = lim Di. 
k>o 
H.v. Koch bezeichnet das Element a,, als Ursprung der Determinante. Determinanten 
der Form’ (6) und (3) heißen vierseitig unendlich 1), 


Zur Definition der Determinanten vom Typus (5) gehen wir entsprechend von vier 
zweifach-unendlichen Zahlenfolgen a,,, Dur, Cu, d„ aus, deren jede in Form eines vier- 
seitig unbegrenzten Schemas geordnet ist, derart, daß sich « auf die Zeilen, » auf die 
Spalten bezieht, und bilden die Determinante vom Grade k+1!+ m-n 





BEE TEEN BETT EEE 

ar "Ay bı u ++ 
(7a) Dimn Zu; 

C_m —k' C_mi m m d mn 

Cn —k Cal An m d nn | 


Strebt Dimn mit unendlich wachsenden X, /, m, n einer bestimmten endlichen Größe D 
zu, so sagen wir, die unendliche Determinante sei konvergent und habe den Wert D. Sie 
ist unbedingt konvergent, wenn ihr Wert bei Vertauschung von Zeilen oder von Spalten 
ungeändert bleibt (bis auf einen Faktor + 1). Für das Folgende kommen wir übrigens 
meist mit der der Gleichung (6b) entsprechenden Einschränkung k=!=m=-n 
aus: 
(7b) D = lım D; == im Dykkk - 
k>a k>» 

(Gemäß der Ausdrucksweise von H. v. Koch können wir sagen, daß (7b) einen vierfachen 
Ursprung hat; die Ursprungselemente sind ago, duo, Coo, Foo- 


Für Determinanten der Form (6) ist es eine hinreichende Bedingung für ihre unbe- 
dingte Konvergenz, daß erstens das Produkt der Elemente der Hauptdiagonale und zwei- 
tens die Summe aller nicht in der Hauptdiagonale stehenden Elemente absolut konver- 
gieren !!). (Determinanten, die diese Bedingung erfüllen, heißen nach v. Koch Normal- 
determinanten.) Dieser Satz gilt nun auch für Determinanten der Form (7); der Beweis 
ist genau ebenso zu führen wie für die Form (6). 


Für die Determinante (5), die die unmittelbare Verallgemeinerung der Hillschen 
Determinante (3) ist, ist die eben angegebene Bedingung nicht allgemein erfüllt, da das 
Produkt der Diagonalelemente nicht für alle Werte x unbedingt konvergiert. Wir hätten 
aber von vornherein eine sicher unbedingt konvergierende Determinante erhalten können, 
wenn wir den Gleichungen (1) und (4) statt (t, + g3)?— cz den Nenner («+ 1, + 83)? — % 
gegeben hätten. Machen wir dies, so lautet die Bedingung für die Lösbarkeit des Systems 


(4): 





*) H.v. Koch, Sur une application des döterminants infinis & la th6orie des quations differentielles lineaires, 
Acta Math. 15 (1891), S. 53—63. 

H. v. Koch, Sur les determinants infinis et les “quations differentielles lineaires, Acta Math. 16 (1892, 93), 
5. 217— 295. 

10) A, Pringsheim, Encykl. d. math. Wiss. I A 8 (1898), S. 143. Hier auch weitere Literatur. 

11) Vgl. z.B. E.T. Whittaker, U. N. Watson, a. a. O., S. 36. 


Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 3, 13 
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Gehen wir nunmehr zur Grenze m — oo über, so erhalten wir 
Ba) A — A, Mn mlat co) Binnls— 0) -Binmlat+ te) -einalkathi— 6) 

sin? rc, - sin (ty, + c,) - sin z(t, — c,) 

Aus (8a) ergibt sich, daß diejenigen Werte x, für die A, = 0 ist, auch A zum Verschwinden 

bringen. Zu einem Wurzelwert x von (8) gehören auch die Wurzelwerte 2+ n, wo n eine 

beliebige ganze Zahl ıst. Wir fragen nun, wieviel unabhängige (nicht nur um eine ganze 

Zahl verschiedene) Lösungen x die Gleichung (8) hat. A, ist nach (8) eine einfach-perio- 

dische Funktion von x mit der Periode 1. Sie hat einfache Pole an den Stellen 


s=tot+rnrund = —h+o+n, 
wobei n jede ganze Zahl sein kann. Es wird vorausgesetzt, daß sich +c, und —l, +, 
nicht um eine ganze Zahl unterscheiden !?). Die einfachste periodische Funktion von 
x mit der Periode 1 und mit einfachen Polen an den Stellen x = c,+ n ist die Funktion 
cotg n(& — cu). Bestimmen wir nun vier Konstanten A, B, C, Dso, daß die Funktion 
(9) fx) = A, — A cotgn(x — co) — B eotg a(x + c,) — C cotg a(x +1, — c,) 
— Deotgn(z +1, +) 
an den Stellen + c, und —t, + c, keine Pole hat, so hat sie überhaupt keine Pole. 
f(x) ist dann eine einfach periodische Funktion von x, die keine Pole hat, und die auch im 
Unendlichen beschränkt bleibt. Infolgedessen muß f(x) nach dem Satz von Liouville 
eine Konstante sein. Zur Bestimmung ihres Wertes setzen wir x = oo. Es ist 


— ıcotga—1 


lım cotg (x + ıß) = = —ıI 


rap cotg x — i 
und daher 
f(+io)=1+(4+B+C+ Di, 
f—-ıo)=1—(A+B+C+D)i. 
Daraus folgt: 


(10a) «)=1, 
(10b) A+B+C+D=0. 


Aus A, =0 ergibt sich nunmehr 
A cotgn(x— c,) + Beotga(x+c,)+C cotgr(x +t,— c,)+Deotgan (+, + 0)+1=0. 
Nun ist 








|  4—tgatgPß 
er 773 
Setzen wir 
(11) tg(zr) zu Y, 
so erhalten wir 
(12) alt ytero) , „a1 yeeo) _ (1 Yterlı — 9) 


y—tg(aco) y+tglzc) y+tgrl — 6) 
1 — ytgrlt, + 6) 
D +i1=0, 
® y+tgalt,+ 6) " 
Das ist aber eine algebraische Gleichung vierten Grades für die Unbekannte y=tg(z2). 
Da durch die Angabe von tg(rx) die Größe x im Intervall — $ bis + 3 eindeutig bestimmt 
ist, so erkennt man, daß (5) und (8) nur vier unabhängige (d. h. nicht nur um eine ganze 


Zahl verschiedene) Grundlösungen haben. 








12) In den Ausnahmefällen, wo diese Bedingungen nicht erfüllt sind, hat A, mehrfache Pole. Der Beweisgang 
wird dann etwas anders (für den Fall 4 = c, + !g haben wir z. B. in (9) statt des bisherigen Gliedes mit © den Aus- 


druck C cotg? rn (x — c,) anzusetzen); aber der Satz über die Zahl der möglichen Lösungen x bleibt erhalten. 
18* 
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Es bleibt noch die Bestimmung der Größen A, B, C, D. Entwickeln wir (9) in der 
Umgebung der Stelle x = c, in eine Potenzreihe, so erhalten wir, da ja 


1 1 


cotg n(X — c,) = ur te 














(x — Co 
ist: 
A=nr-lm[(z2 — c,) :A,]; 
B=n:lim [(x + c,) - Aj], 
(13) C=a-lim [(v+1— All, 
u A. 
D=nr- Im [(«+1t+ 6) -A,l- 
1>—g—tg 
Mithin wird aus (8): 
(14) 
1 _ 46 and _ ag 
(o—1)— 2 („—1)— 2 (o—1)— 
— a, 0 —A_ıd —4_,+16 a a a a ee 
EINEN... . a5 N 49426 
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Re SEEMEEN — me Zn . 
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Mr ee ae. Se 4 
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Ag+26 A,+16 AsL 
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Entwickeln wir, wie es für die Anwendungen meist nötig ist, A nach Potenzen von {, so 
lautet das Anfangsglied 
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Die Größen A, B, C, D können wir noch in eine einheitliche Form bringen. Schreiben 
wir nämlıch 








(14a) A= 5. Fl0i%), 
so wird 
(14b) Be 056). 
Ferner wird 
1 une ae a a a a 
al Sa 3 
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Um nun € durch dieselbe Funktion F ausdrücken zu können wie A und B, denken wir uns € 
gemäß (13) erzeugt, sodann in der Form (7b) geschrieben und dadurch umgeformt, daß 
wir zunächst die Nenner herausziehen. (Der Strich am Produktzeichen bedeutet, daß der 
Wert n = 0 auszulassen ist.) 


1 >= 1 1 


EC Ä  e ee a. 
(u — 9 2, htm? —o (+ Rn? — 

(g——n)’— — a. — A_n& — a‘ — a, a_,_nL 
u And (% u) — DE a_n in G_g+n6 in . ET 
— Al — Au („—t +n)— _ A_g+2nE — A_g+nS —qd oc 
aa a, en Ay_nd u; A,_2nd (c —n)?— a_nd er u 
er. Ay+nG ze a,d Be A4,_nd — And 0 - AS 
ia Ay+2nd A Ag+nd zum; a,L een And r A,d (ey n)” 


Die auf der rechten Seite stehende Determinante ist, abgesehen von den Elementen der 
Hauptdiagonale, symmetrisch zur Nebendiagonale. Wir kippen sie um diese Neben- 
diagonale: hierbei bleibt alles völlig ungeändert bis auf die Elemente der Hauptdiagonale, 
die ıhre Plätze austauschen. Nun dividieren wir wieder die einzelnen Zeilen durch die 
vorher herausgezogenen Nenner, so daß die Diagonalelemente 1 werden (in einem Falle 
Null), und gehen zur unendlichen Determinante über. Wir erhalten 


m ee En EEE BB ED EEE BB EEE ER TTE TEE DB IE EEE EEE RR DB EEE LE BB LU ET I EG DB RE 8 


1 and EL. 

FM WG 

EEE a,d 0 — A_g+1 E EEE EEE ER ER EG | 

WET EIER IERETREEFTETEREDETERETTERRERTTERTE 

ze el a urn, { er an | 
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Der Vergleich mit (14), (14a) und (14b) liefert 


C=z-F-6i0), 

(14c) ’ u 

D=— 3, Fa; oo). 

Bevor wir zu dem allgemeinsten Fall übergehen, sei noch folgende Bemerkung ge- 
macht. Sofern die Determinanten (7) unbedingt konvergent sind, können wir sie in ge- 
wöhnliche, zweiseitig-unendliche Determinanten umwandeln. Wir vertauschen dazu die 
Zeilen und Spalten derart, daß die folgenden Elemente in der angegebenen Reihenfolge 
Diagonalelemente werden: ao, dyo, Ai, A_1_1, dı, d_ı_1, Qa,.... Z. B. lassen sich (8) 
und (14), da sie unbedingt konvergent sind, in diese Form bringen. Das gleiche gilt von 
den Unterdeterminanten von (8), die zur Berechnung der Verhältnisse der zu einer be- 
stimmten Lösung x gehörigen y, dienen. Freilich büßen die Determinanten dabei die 
Übersichtlichkeit ihres Aufbaus z. T. ein; sie können aber u. U. eine für die Auswertung 


bequemere Form gewinnen. 


4. Unendliche Determinante mit N®-fachem. Ursprung. Die Frage nach der Zahl und 
den Werten der Lösungen x für den Fall zweier Wertepaare (g}, g,) ist im Vorstehenden 
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beantwortet. Man erkennt aber leicht, daß sich die Lösung ohne weiteres auf den Fall 
beliebig vieler Wertepaare (g,, 83), (Rı, Ag), . . . übertragen läßt. Denn die Überlegungen, 
die zu den Gleichungen (5), (8), (9), (10a), (10b), (12) und (13) geführt haben, sind auch 
im allgemeineren Falle in gleicher Weise durchzuführen. Wir wollen also jetzt in (1) 
alle diejenigen Werte y, berücksichtigen, die zu N verschiedenen festen Wertepaaren 
(21,5) gehören, während g; = n jedesmal alle ganzzahligen Werte von — oo bis + oo 
durchlaufen kann. Das Gleichungssystem (4) erweitert sich dann, so daß N Typen von 
Gleichungen in ihm auftreten; ebenso gibt es je N Größen c, und i,. An die Stelle von 
(5) und (8) treten Determinanten, die als noch weitergehende Verallgemeinerungen der 
Hillschen aufzufassen sind. Solche Determinanten entstehen allgemein gemäß den er- 
weiterten Gleichungen (7) dadurch, daß wir von N? zweifach-unendlichen Zahlenfolgen 
ausgehen, die jede in Form eines vierseitig unbegrenzten Schemas angeordnet sind, daß 
wir aus ihnen die den Ausdrücken (7) entsprechenden Determinanten bilden und zur 
Grenze übergehen. 

Für die neue, an die Stelle von (8) tretende Determinante gelten dann genau die- 
selben Überlegungen wie für (8) selbst. Auch sie ist, abgesehen von den sofort erkenn- 
baren einfachen Polen, wegen (1a) unbedingt konvergent. Auch sie läßt sich, entspre- 
chend den Ausführungen am Schluß des dritten Abschnittes, in eine zweiseitig-unendliche 
Determinante umwandeln. Schließlich wird aus denselben Gründen wie früher folgende 
Funktion eine Konstante: 


f(x) = A — [4 cotgn(x +t,— c,) + B,eotgn(z +t,+ @)]- 


Die Konstante hat wieder gemäß (10a) den Wert f(x) = 1. 

Daraus folgt dann, daß sich die Gleichung A = 0 im Anschluß an (12) auf eine 
Gleichung vom Grade 2N für die Unbekannte tg(rxx) zurückführen läßt; hieraus geht 
insbesondre hervor, daß es nur 2N unabhängige (d.h. nicht nur um ganze Zahlen ver- 
schiedene) Werte x gibt, die die Determinante zum Verschwinden bringen, für die also 
das Gleichungssystem (1) lösbar ist. 


Eingegangen 14. Februar 1938. 
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Abelsche Erweiterungen über algebraischen 
Funktionenkörpern einer Unbestimmten 
mit absolut-algebraischem Konstantenkörper. 


Von Mikao Moriya in Sapporo (Japan). 


1. Es sei Ä ein algebraischer Funktionenkörper einer Unbestimmten mit voll- 
kommenem Konstantenkörper. Ist dann mı ein ganzer Divisor aus Ä, so kann man wie 
in der algebraischen Zahlentheorie die Strahlklassengruppe mod m und danach die Divi- 
sorengruppen in Ä definieren !). Wenn man über X eine endliche separable Erweiterung 


K betrachtet, so kann man in geläufiger Weise die dem Körper K mod m zugeordnete 
Divisorengruppe definieren. 

Nun heiße eine endliche separable Erweiterung Ä über ÄX Klassenkörper zu einer 
Divisorengruppe H in Ä, wenn 

1. zu einem Erklärungsmodul m von # die A mod m zugeordnete Divisorengruppe 
gleich AH ist, 

2. der Index von H gleich dem Grade von Ä/A ist. 

Wenn man insbesondere als Konstantenkörper von Ä einen endlichen Körper ?) 
nimmt, so existieren Klassenkörper über A. Man kann dabei ein Analogon zur Klassen- 
körpertheorie aus der algebraischen Zahlentheorie entwickeln. Es gelten nämlich für die 
Klassenkörper über Ä der Anordnungssatz, Eindeutigkeitssatz, Isomorphiesatz, Um- 
kehrsatz, Existenzsatz und das Zerlegungsgesetz °?). 

Betrachtet man aber algebraische Funktionenkörper einer Unbestimmten mit 
endlichem algebraischen Zahlkörper als Konstantenkörper und nimmt an, daß alle 
obigen Sätze aus der Klassenkörpertheorie über diesen Funktionenkörpern als Grund- 
körpern gelten, so kann man zeigen, daß sich Widersprüche ergeben. 

Es sei nämlich X ein derartiger algebraischer Funktionenkörper und Z eine endliche 
separable abelsche Erweiterung von A. Dann ist Z nach dem Umkehrsatz ein Klassen- 
körper zu einer Divisorengruppe H in A. Ist p ein zum Führer von 4 primer Prim- 

1) Vgl. F.K. Schmidt, Die Theorie der Klassenkörper über einem Körper algebraischer Funktionen in einer 
Unbestimmten und mit endlichem Konstantenbereich, Sitzungsberichte Erlangen 62 (1930), 5. 267—284, insbes. $1. 

2) Der Konstantenkörper von K ist also absolut-algebraisch von Primzahlcharakteristik und sogar endlich 
über seinem Primkörper. 
’) Vgl. die in !) angeführte Arbeit, ferner 

H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörper, insbesondere bei endlichem Kon- 
stantenkörper, dieses Journ. 172 (1934), 5. 37—54. 

E. Witt, Der Existenzsatz für abelsche Funktionenkörper, dieses Journ. 173 (1934), 5. 43—5l. 

M. Moriya, Rein arithmetisch-algebraischer Aufbau der Klassenkörpertheorie über algebraischen Funktionen- 
körpern einer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkörper, Jap. Journ. of Math. 14 (1938), 5. 67—84. 








144 Moriya, Abelsche Erweiterungen über algebraischen Funktionenkörpern. 


divisor aus A und , die p enthaltende Klasse nach 7, so zerfällt p nach dem Zerlegungs- 
gesetz in Z in lauter verschiedene Primdivisoren vom Relativgrade /f nach Ä, wenn die 
Ordnung von H, gleich f ist. Ich bezeichne nun mit #* die von H, erzeugte Divisoren- 
gruppe in K. Dann existiert nach dem Existenzsatz ein Klassenkörper Z, zu H*, welcher 
seinerseits nach dem Anordnungssatz ein Teilkörper von Z/K ist. Weil nach dem Zer- 
legungsgesetz der Primdivisor p in ZL, voll zerlegt ist, so ist bekanntlich Z, ein Teilkörper 
des Zerlegungskörpers eines Primteilers von p in Z. Ferner ist Z nach dem Umkehrsatz 
ein Klassenkörper zu einer Divisorengruppe 7, aus L,. Man beweist nun in geläufiger 
Weise, daß /7, aus allen denjenigen (zu einem Erklärungsmodul von / primen) Divisoren 
in ZL, besteht, deren Normen nach X in # hineinfallen. Bezeichnet also A, die Gesamtheit 
aller Divisren aus L,, so ist offenbar 


A,/H,= H*IH. 


Also ist A,/H#, zyklisch und infolgedessen Z nach dem Isomorphiesatz über Z, zyklisch. 
Hieraus schließt man sofort: 
Die Zerlegungsgruppen von fast allen Primdivisoren aus Z sind stets zyklisch. 
Nimmt man aber als Z eine nicht-zyklische abelsche Erweiterung über Ä,, so existieren 
in Z unendlich viele Primdivisoren, deren Zerlegungsgruppen nicht zyklisch sind ®), weil 
über dem Konstantenkörper von Ä der Hubertsche Irreduzibilitätssatz gilt ®). Dies steht 
aber im Widerspruch mit dem oben Gesagten. 


2. In diesem Paragraphen bedeutet Ä einen algebraischen Funktionenkörper einer 
Unbestimmten, dessen Konstantenkörper k absolut-algebraisch von Primzahlcharak- 
teristik und über seinem Primkörper von unendlichem Grade ist. Offenbar ist k der 
Vereinigungskörper von Körpern k,, ka, . . ., Äj,...., von denen jeder ein endlicher Körper 
ist und den vorangehenden enthält. Der Grad von A; nach dem Primkörper besitzt für 
> oo eine Steinitzsche G-Zahl als seinen Grenzwert, den ich im folgenden den absoluten 
Grad von k nennen will. Nun entsteht der Funktionenkörper X aus k durch die Adjunktion 
eines über k transzendenten Elementes x und die nachfolgende Adjunktion eines sepa- 
rablen Elementes y über k(x). Da offenbar y auch über A;(x) algebraisch ist, so muß ein 
Index / derart vorhanden sein, daß A; = k;(x, y) für jeden Index ı > J ein algebraischer 
Funktionenkörper mit k; als Konstantenkörper und [Ä: k(x)] = [K;: k;(x)] ist. Ferner 
ist dabei A;4ı = Kıkiyı und [A;r4ı: Ä;] = [kir+ı: Ai]. Schließlich ist X die Vereinigung 
der Körper Ä7,..., Ä;,..., von denen jeder im folgenden ein Approximationskörper 
von Ä genannt wind. 


Nun bestimmt ein Primdivisor p aus Ä in jedem Approximationskörper A; (1 > /) 
einen einzigen durch p teilbaren Primdivisor p,. Es ist also durch p stets eine Prim- 
divisorenfolge p,,...,P,,... so bestimmt, daß p, für 7> ı durch p, teilbar ist. Liegt 
umgekehrt eine solche Primdivisorenfolge vor, so bestimmt sie in ÄX eindeutig einen 
Primdivisor p derart, daß p in jedem p, aufgeht. Da für j> i der Grad ®) von p, stets 
durch den von p, teilbar ist, so ist der Grad von p, für hinreichend großes j gleich dem 
von p. Ferner ist dabei p der einzige Primteiler von p, in X. Hieraus schließt man ohne 
Schwierigkeit, daß ein beliebiger Primdivisor aus einem Approximationskörper von A 
stets endlich viele verschiedene Primteiler in X besitzt. 





*) Vgl. F.K. Schmidt, Über die Kennzeichnung algebraischer Funktionenkörper durch ihren Regularitäts- 
bereich, dieses Journ. 171 (1934), S. 162—169. 

5) Vgl. W. Franz, Untersuchungen zum Hilbertschen Irreduzibilitätssatz, Math. Zeitschr. 88 (1930), 5. 275-233. 

6) Der Grad von p, bedeutet bekanntlich den Relativgrad des Restklassenkörpers mod p; in K, nach k,. 
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Ist nun a; ein vom Einsdivisor verschiedener Divisor aus Ä;, so erhält man aus a; 
einen Divisor a aus Ä, indem man jeden Primteiler von a; durch das Produkt aus seinen 
sämtlichen Primteilern in Ä ersetzt. Diesen durch a; eindeutig bestimmten Divisor a 
nenne ich im folgenden die Erweiterung von a, in K. Ist a; der Einsdivisor, so verabreden 
wir, daß die Erweiterung von a; in Ä der Einsdivisor aus Ä ist. Umgekehrt existiert zu 
einem Divisor a aus Ä stets ein Divisor a; aus einem passend gewählten Approximations- 
körper Ä; derart, daß die Erweiterung von a; gerade a wird. 


Es sei m ein ganzer Divisor aus X. Dann nennt man den größten gemeinsamen 
Teiler aller durch m teilbaren Divisoren aus X, den Durchschnitt von m mit Ä; und 


bezeichnet ihn mit m K;,. Ist nun 4” eine mod m erklärte Divisorengruppe in A, 
so bezeichne ich mit H{" die Gesamtheit aller derjenigen Divisoren aus X, deren Er- 
weiterungen in Ä zu H“" gehören, und nenne sie den Durchschnitt von 4” mit X‘. 
Wie man sich leicht überzeugt, enthält HY”® ploß zumrnK,; prime Divisoren aus Ä,; 


und den Strahl mod mr K; in XÄ,, d.h. H“ ist eine mod mr K, erklärte Divisoren- 
gruppe in Ä,?). Nun beweist man: 


Die mod m und n erklärten Divisorengruppen 4”, H“” in X sind dann und nur 


dann einander gleich, wenn für jeden Index i > / die Durchschnitte von 4” und 4“ 
mit Ä,; einander gleich sind ®). 

Ferner gilt folgender 

Satz 1. Es sei H“" eine mod m erklärte Divisorengruppe in K und A" die Gesamt- 


7 


heit aller zu m primen Divisoren aus K. Ist dann die Faktorgruppe A endlich, so 


gilt für einen hinreichend großen Index i die Isomorphierelation 
AH — ATIEN” 


wo A) bzw. H\" den Durchschnitt von A” bzw. H” mit K,; bezeichnet. Ferner kann 


man ein Repräsentantensystem aller Klassen von A} nach H!” so wählen, daß die Er- 
weiterungen der Divisoren aus diesem System in K ein Repräsentantensystem aller Klassen 


von A” nach H“” bilden ?). 

3. In diesem Paragraphen bedeutet A wieder einen algebraischen Funktionen- 
körper wie in 2. Ist A eine separable Erweiterung vom Grade n über Ä und # ein primi- 
tives Element von A über A, so gibt es eine natürliche Zahl /,(> I) von der Art, daß 
für jeden Index : 2 /, der Körper K;= K;(d) über K; vom Grade n ist. Ist Q; ein 
Divisor aus X; und X die Erweiterung von W; in Ä, so kann man leicht zeigen, daß 
N zr(%) die Erweiterung von Nr, U) in A ist, weil dies für einen Primdivisor ®, aus 
K, gilt. 

Wenn man mit AH” die X mod m zugeordnete Divisorengruppe in Ä und mit m; 
den Durchschnitt von m mit A;(i > I,) bezeichnet, so kann man nach dem eben 
Gesagten leicht zeigen, daß 4" die Erweiterungen aller Divisoren aus H{"® in A enthält, 
wo H{"? die X, mod m; zugeordnete Divisorengruppe in K; bedeutet. Umgekehrt kann 


man beweisen, daß jeder Divisor aus #4" die Erweiterung eines Divisors aus einem passend 


gewählten 4" ist. Hieraus schließt man, daß 4” die Vereinigungsmenge der Er- 
?) Vgl. M. Moriya, Klassenkörpertheorie im Großen für unendliche algebraische Zahlkörper, Journ. of Hok«- 
kaido 6 (1937), S. 63—101, insbes. $2. Ich zitiere diese Arbeit mit M. 
®) Vgl. M., $ 2. 
») Vgl. M., 82. 
Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 3. 1) 
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weiterungen aller Divisoren aus den sämtlichen A" (i > I,) ist. Der Index von 4" 
ist also endlich und infolgedessen nach Satz 1 gleich dem Index des Durchschnittes 4!" 
von H“” mit einem passend gewählten Approximationskörper K; (i > I,). Wie vorher 
bemerkt, ist H“) mod m, erklärt; also enthält 44 mengentheoretisch H“®, Da nach 
dem Abgrenzungssatz der Index von 4" ein Teiler von n ist, so ist es auch der Index 
von H{". Somit ist gezeigt: 

Der Index von H“"” ist ein Teiler von n. 

Ist nun n ein Multiplum von m, so ist der Index der X mod rn zugeordneten Divi- 
sorengruppe in K durch den von H“"” teilbar. Hieraus schließt man in bekannter Weise, 
daß es in Ä solche X (nach irgendwelchen Moduln erklärten) zugeordneten Divisoren- 
gruppen gibt, deren Indizes maxımal sind. Diese Divisorengruppen vom maximalen 
Index sind einander gleich und werden daher im folgenden einfach die K zugeordnete 
Divisorengruppe in K genannt. Damit ist bewiesen: 


Satz 2. Ist K eine separable Erweiterung vom Grade n über K, so ist der Index der 


K zugeordneten Divisorengruppe in K ein Teiler von n. 

4. Wir betrachten nun insbesondere eine über ÄX separable abelsche Erweiterung L 
vom Grade n, wo K wieder einen algebraischen Funktionenkörper wie in 2 bedeutet. 
Dann können wir offenbar eine natürliche Zahl /,(Z /) so bestimmen, daß ZL,, über XÄ,, 
separabel abelsch vom Grade n und Z,k=L ist. Für jeden Index ı > /, ist also 
L;= Lı,k: über K, separabel abelsch vom Grade n und Z der Vereinigungskörper von 
BE ae 

 Bezeichnet nun H die L zugeordnete Divisorengruppe in X und m einen geeigneten 
Erklärungsmodul von H, so ist nach Satz 1 für ein hinreichend großes i (> /,) der Index 
von H“” gleich dem des Durchschnittes 4" von 4” mit X; und überdies; = mr K; 
ein Multiplum des Führers f, der Z, zugeordneten Divisorengruppe in Ä,. Es enthält 
also A‘ die L, mod f; zugeordnete Divisorengruppe in X,;; folglich kann man mit Hilfe 
des Verschiebungssatzes beweisen, daß der Index von H{" zum unendlichen Bestandteile 
des absoluten Grades von k prim ist 10). Aus Satz 2 schließt man also: 

Derjenige maximale Teiler n, von n, welcher zum unendlichen Bestandteile des 
absoluten Grades von k prim ist, ist durch den Index von H teilbar. 

Man kann noch wie in der algebraischen Zahlentheorie beweisen, daß der Index 
von H genau gleich n, ist !). Allgemein gilt folgender 

Satz 3. Es sei K eine endliche separable Erweiterung von K und L derjenige maki- 
male abelsche Teilkörper von K|K, dessen Grad nach K zum unendlichen Bestandteile des 
absoluten Grades von k prim ist. Dann ist die K zugeordnete Divisorengruppe in K gleich 
der L zugeordneten !2). 

Aus Satz 3 erhält man folgendes Kriterium über Klassenkörper: 

Eine endliche separable Erweiterung K von K ist dann und nur dann Klassenkörper, 
wenn 
1. K über K abelsch, 

2. [K: K] zum unendlichen Bestandteile des absoluten Grades von k prim ist. 


10) Vgl. M., $3. 
11) Vgl. M., $ 3. 
12) Vgl. M., $ 4. 
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Für die Klassenkörper über X kann man den Isomorphiesatz, Anordnungssatz, 
Eindeutigkeitssatz, Verschiebungssatz und das Zerlegungsgesetz beweisen. Für die 
Beweise dieser Sätze verweise ich hier auf meine oben zitierte Arbeit. 

Um den Existenzsatz zu beweisen, muß man sich auf eine spezielle Klasse von 
Divisorengruppen H beschränken, welche vorläufig K-Gruppen (Klassenkörpergruppen) 
genannt werden: 

Es muß in X=kf(z,y) ein algebraischer Funktionenkörper K, = k,(z, y) mit 
einem endlichen Konstantenkörper k, und ein Erklärungsmodul m von /7 derart vor- 
handen sein, daß für die mod m erklärte Divisorengruppe AH“ der Durchschnitt AH” A K, 
mit einem beliebigen X, enthaltenden Teilkörper Ä, von K mit endlichem Konstanten- 
körper gleich der Divisorengruppe in Ä, ist, deren Normen nach X, in H“”  K, hinein- 
fallen. 

Man beweist, daß die einer endlichen separablen Erweiterung zugeordnete Divi- 
sorengruppe in Ä stets eine Ä-Gruppe von endlichem Index ist 13). Ferner ist der Index 
einer K-Gruppe von endlichem Index prim zum unendlichen Bestandteile des absoluten 
Grades von k1). 

Es gilt 

Satz 4. Zu jeder K-Gruppe von endlichem Index ın K existiert ein Klassenkörper '°). 





13) Vgl. M., $ 4.. 

14) Vgl. Moriya, Klassenkörpertheorie im Kleinen für die unendlichen algebraischen Zahlkörper, Journ. of 
Hokkaido 5 (1936), S. 9—66, insbes. $ 5. 

15) Vgl. M., $ 5. 





Eingegangen 5. April 1938. 
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Zur Theorie der reellen Inzidenzabbildungen. II. 


Die Gruppe der Inzidenzabbildungen von S(n?—n + 1/2/n). Gis von S(7/2/3) und 
ihre zyklischen Untergruppen. Die Inzidenzabbildungen der Vierecksgeometrie S(13/2/4). 


Von Max Steck in München. 





$S 1. Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit setzt die Untersuchungen meiner früheren, in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Abhandlung!) in systematischer Weise fort und benützt deren 
Voraussetzungen (insbesondere die axiomatischen, E, A. 1*, A.2*), Ergebnisse und 
Entwicklungen in vollem Umfange. Aus diesem Grunde und im Interesse einer möglichst 
kurzen Angabe der Rückverweise war es geboten, Definitionen, Sätze und Nummern 
in dieser Arbeit einfach weiterzuzählen. Außerdem wird die gesamte dort eingeführte 
Terminologie und Symbolik auch hier wieder verwendet; ferner wird auf das dort an- 
gegebene Schrifttum verwiesen. 

Dann stellt die vorliegende Arbeit als Ausbau der Darlegungen des leizten Para- 
graphen von I in ihrem 1. Kapitel die unentbehrlichen Mittel für eine gruppentheoretische 
Behandlung der reellen Inzidenzabbildungen T in endlichen projektiven Geometrien 
S(n"?—n + A/2/n) (n=3, A, 5,...) bereit und leitet insbesondere die Ordnung 
(n?—n +1) (n®—n) (n®— 2n + 1) (n?— An + 4) der Gruppe @ der reellen Inzidenz- 
abbildungen T von S(n?— n + 1/2/n) allgemein und explizit her. 

Das 2. Kapitel bringt die Untersuchung der Gruppe G;s der reellen Inzidenz- 
abbildungen 7 des Fanoschen Ausschlußaxioms $(7/2/3) und gibt ihre in diesem axioma- 
tisch-geometrischen Zusammenhang auftretenden zyklischen Untergruppen vollständig 
an. Damit werden die geometrisch-axiomatischen Ergebnisse des II. Kapitels von I 
gruppentheoretisch vollständig neu beschrieben und im Sinne einer gruppentheoretischen 
Darstellung (Deutung) zusammengefaßt. 

Das 3. Kapitel endlich erschließt die vollständige Inzidenzabbildungsstruktur des 
Minimalmodells einer Geometrie des vollständigen Vierecks S(13/2/4) *), indem es, teils 
rein geometrisch, teils mit gruppentheoretischen Methoden die sämtlichen in $(13/2/4) 
überhaupt möglichen Typen zT”, 7", 7m 7m TOP TWD reeller Inzidenzabbil- 
dungen herleitet und geometrisch die Nichtexistenz des dreifixpunktigen Inzidenzabbildungs- 
typs T“’ in S(13/2/4) beweist. — Als Mitergebnis dieser geometrischen Untersuchung, die 
als Kernstück dieser Arbeit gewertet werden will, gewinnen wir — zum Beweis der Voll- 
ständigkeit — die Gruppe G,,,, der T von $(13/2/4). Ihre in diesem Zusammenhang 
auftretenden zyklischen Untergruppen geben wir vollständig in einer weiteren Arbeit an. 
Hinweise auf die axiomatische Tragweite der Untersuchungen für die Axiomatik der 
(reellen und komplexen) projektiven Geometrie sind eingearbeitet und ergänzen die 
früheren diesbezüglichen Darlegungen (s. Nr. 1, 2, 3, 4, 13, 21). 


!) M. Steck, Grundlegung einer Theorie der reellen Inzidenzabbildungen in endlichen projektiven Geometrien. 
I. (Eine geometrische Deutung der zyklischen Gruppen), Journ. f. d. reine u. ang. Math. 179 (1938), 37—64; im 
folgenden zitiert mit I. 

?) M. Steck, Eine vollständige endliche Geometrie des vollständigen Vierecks, Deutsche Math. 1 (1936), 
588—592. 








. 


ınd 
4). 
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Kap. I. Die Ordnung der Gruppe der reellen Inzidenzabbildungen 7 von S(n? — n + 1/2/n). 
$ 2. Gruppentheoretische Grundlagen. 


31. Wir behaupten den folgenden 

Satz 20. Die reellen Inzidenzabbildungen T einer jeden endlichen, projektiven 
Geometrie S(n®—n + 1/2/n) (n = 3,4,5,...) bilden eine endliche Gruppe @. 

Beweis. Der Satz ist dann bewiesen, wenn aus der Definition der 7 (s. D. 1., Nr. 5) 
und aus den aus ıhr unmittelbar folgenden Aussagen (s. Nr. 6—11) gezeigt werden kann, 
daß die T, als System verschiedener Elemente, die vier bekannten Postulate I—IV des 
Gruppenbegriffs ?) erfüllen: 

I. Das Gruppengesetz. Ihm zufolge ist jedem geordneten Paar T;,, T, von gleichen 
oder verschiedenen Elementen des Systems eindeutig ein Element T, desselben Systems 
zugeordnet, das Produkt 7T,- T,= T, der beiden Elemente 7, und T,. Daß die in 
Nr. 10 allgemein angegebenen reellen Inzidenzabbildungen T,(o = 1,2,3,...,n®—n) 
von S(n?— n + 1/2/n) dem Gruppengesetz gehorchen, ist bereits in Nr. 10 und 11 nach- 
gewiesen worden (z. B. ıst T,- T, = T,, usw.). 

Il. Das Assoziativgesetz, wonach für die Produktbildung die Gleichung 

(T; T,.) T, = T;( T,. T,) 
gilt. Die Gültigkeit dieser Gleichung läßt sich leicht für jedes Tripel 7;,, T,, T, aus 
den T, der Nr. 10 nachweisen. Z.B. ergibt sich für die willkürlich herausgegriffenen 
T,=T,T,=[T, und T, = T, einerseits: 
(T,-T)R=T.-T=(T)= T,; 
andererseits ist 
(T,- T,) = T,, und es folgt T, - T,ı > Tıe- 

III. Das Einheitselement, s. Satz 2 (Nr. 7) und Nr. 10, 11, wonach die identische 
reelle Inzidenzabbildung 7" (Identität) als Einheitselement der Gruppe gelten kann. 

IV. Das inverse Element. Daß es zu jedem Element T ein inverses Element T 
gibt, so daß der Gleichung T- T' = T“" genügt wird, ist bereits unter Nr. 11 all- 
gemein nachgewiesen worden. 


Was schließlich die Endlichkeit der Gruppe @ anlangt, so folgt sie unmittelbar 
aus der Definition und Konstruktion der 7 mit Hilfe eines endlichen Möbiusschen Netzes 


(s. Nr. 6, 7). 


$ 3. Die Ordnung der Gruppe G der reellen Inzidenzabbildungen T von S(n—n + 1/2/n). 
32. Unter Nr. 31 ist gezeigt worden, daß die Anzahl der Elemente T von 
S(n®—n + 1/2/n) endlich, ihre Gruppe G also eine endliche Gruppe von $S(n?— n + 1/2/n) 
(n=3,4,5,...) ist. Wir zeigen: 
Satz 21. Die Ordnung der Gruppe @ der reellen Inzidenzabbildungen T von 
S(n—n + 1/2/n) (n=3,4,5,...) ist 
(n?—n + 1) (n?—n) (n?— 2n + 1) (n?— An +4). 


Die T von S(n—n + 1/2/n) bilden also eine Gm’_n+1)(n’—n)(n'—en+1)(n’—An+9)- 

Beweis. Nach D. 1. (Nr. 5) ist jede 7 dann vollständig bestimmt, wenn zu einem 
Ausgangsviereck {i, j,k,!} das Bildviereck {i’, j’,k’,l’} bekannt ist, wobei noch die 
Punkttripel 


{i, J; k}, G, k, h, {k, I, Y, {l, L, „ 


*) Vgl. etwa A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. Aufl., Berlin 1937, S. 10. 
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und 
Wk N, AN, WU, 
sämtlich einzeln nicht kollinear sein müssen. Dies ergibt abzählend: 

1) > oder v= 1’ insgesamt (n®—n +1) Möglichkeiten der Wahl von ’; 

2) J-/ oder j=j ” (n?—.n) I) ’„ ’„ ’ 2 

3) k>k'oderk=K „ ("—n —1)— (n— 2) „ „ „ ” k', 
wenn benützt wird, daß k’ nicht auf der noch (n— 2) weitere Punkte enthaltenden 
Geraden (7, j') liegen darf; 

4) 1» (l=1, Identität) insgesamt (n? — n — 2) — 3(n — 2) Möglichkeiten der 
Wahl von /’, wenn nämlich benützt wird, daß !’ weder auf (i’, j’), noch auf (j’, k’), noch 
auf (k’, v’) liegen darf. 

Die Ordnung der Gruppe G ist dann bekanntlich das Produkt der Faktoren, die 
als Möglichkeiten der Wahl der 7 vollständig bestimmenden Schritte eintreten können, 
also nach den obigen vier Schritten 1)—4) gleich 


(n?—n + 1) (n®—n) (n?—2n + 1) (n?— An +4). 


33. Für die der Reihe nach in S(n?—n + 1/2/n) fürn = 3,4,5,... eintretenden 
endlichen projektiven Geometrien ergibt dies die folgenden Gruppen G reeller Inzidenz- 
abbildungen T: 

n = 3, $(7/2/3) mit der Gruppe Gjes; 
n— 4, S(13/2/4) „ „ „ Gz16; 
n=» S(21/2/5) „ „ ”„ G 50480 ; 
u 6, $(31/2/6) „ „ „ G 372000 ; 


. —— u u ru RT ELLE ER ER EEE RUE ER RE REES 


Ppp» 


DB DB RB RR BD I U BL BP IB U EEE I U BU FE U SH I a 


34. Bekanntlich heißt jedes Teilsystem von Elementen einer Gruppe G, das für 
sıch den Postulaten I—IV genügt und daher selbst eine Gruppe bildet, eine Untergruppe 
U von G. Die Auffindung der eigentlichen Untergruppen ist bekanntlich eine der Haupt- 
aufgaben der Gruppentheorie. Diese Auffindung im vorliegenden Falle der Gruppe 
Gan—n+1)(n—n)(n—n+1)(n—in+ı) 18t das unseren geometrischen Untersuchungen koor- 
diniert an die Seite tretende gruppentheoretische Ergebnis, das aber in seiner ex- 
pliziten Form, wie sie von uns angestrebt wird, nur durch Spezialuntersuchung der 
einzelnen endlichen projektiven Geometrien selbst gewonnen werden kann. Denn es 
kommt uns nicht so sehr auf die Angabe der Ordnungen der Untergruppen U 
von Ga—n+1)(m—n)(n—enti)(n mt) In einem bestimmten System S(n?—n + 1/2/n) 
und auf die jeweilige Zahl der U an, als vielmehr auf die explizite Angabe der eine Unter- 
gruppe U erzeugenden Elemente. Denn diese letzteren sind geometrisch-axiomatisch 
direkt als Typen reeller Inzidenzabbildungen T in S(n®— n + 1/2/n) deutbar, wie wir 
ın der ersten Arbeit I bereits gezeigt haben (s. dort Kap. 11.). 


Kap. II. Die Gruppe Guss der Inzidenzabbildungen T des Fanoschen Ausschlußaxioms 
$(7/2/3) und ihre zyklischen Untergruppen. 


$ 4. Die Gruppe G;jg und die Ordnungen ihrer Elemente. 


35. Die Ordnung 168 der bekannten Gruppe G;ss der reellen Inzidenzabbildungen T 
des Fanoschen Ausschlußaxioms $(7/2/3) ergibt sich aus unseren früheren geometrischen 
Ergebnissen *) folgendermaßen und beweist erneut die (dort durch logische Disjunktion 
bereits auf rein logischem Wege gesicherte) Vollständigkeit der dort durchgeführten 
Untersuchungen: 





*) A.a.0.!), Kap. II. 
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4) Durch Satz 8 (Nr. 16) sind genau 48 verschiedene fixpunktfreie Inzidenz- 
abbildungen T” (v=1,2,3,...,48) in $(7/2/3), also 48 Elemente 7" von G,,, durch 
ihre explizite Konstruktion existentiell nachgewiesen worden. Von jedem Element wurde 
überdies gezeigt (Satz 9, Nr. 17), daß es die Elementordnung 7 besitzt. 

2) Satz 11 (Nr. 19) sagt die Existenz von genau 14 verschiedenen einfixpunktigen 
Inzidenzabbildungen TI’ (v=1,2,3,...,14) in $(7/2/3) bei vorgeschriebenem Fixpunkt 
aus. Da aber jeder Punkt von $(7/2/3) als Fixpunkt vorgeschrieben werden kann, so 
gibt es also insgesamt 7-14 = 98 Elemente T“” von Gy. Von ihnen haben 7:8 = 56 
die Elementordnung 3 und 7-6 = 42 die Elementordnung 4 (Satz 12, Nr. 20). 

3) Durch Satz 15 (Nr. 23) ist die Existenz von genau 3 verschiedenen dreifix- 
punktigen, kollinearen Inzidenzabbildungen . T'® (v„=1,2,3) in $(7/2/3) bei vorge- 
schriebenen (kollinearen) Fixpunkten durch explizite geometrische Konstruktion nach- 
gewiesen worden. Es gibt also insgesamt, da jedes der genau sieben Tripel kollinearer 
Punkte von $(7/2/3) als identisch auf sich bezogene (Fix-)Gerade vorgeschrieben werden 
kann, genau 7-3— 21 Elemente T""” von G,g. Von jeder T“"” wurde ferner gezeigt, 
daß sie die Elementordnung 2 besitzt. 

4) Schließlich gibt es (Satz 2, Nr. 7) noch die Eigenabbildung 7‘, das Einheits- 
element der Gjes- 

Aus 1)—4) folgt aber durch Addition der Elementanzahlen 

485 +98 +21 +1 = 168 
die Ordnung der Gruppe G,ss der reellen Inzidenzabbildungen 7 von $(7/2/3) (s. Satz 22). 


$5. Die zyklischen Untergruppen der G;,es- 

36. Nach den Darlegungen des 1. Kapitels dieser Arbeit sind wir jetzt in den Stand 
gesetzt, die zyklischen Untergruppen der G;,g, deren Elementen die geometrische Be- 
deutung von Typen reeller Inzidenzabbildungen zukommt (Invarianz von gewissen 
Punkten und Geraden) anzugeben. 

1) Nach Satz 9 (Nr.17) bilden die 48 fixpunktfreien Inzidenzabbildungen T” 
von $(7/2/3) genau 8 eigentliche zyklische Untergruppen der Ordnung 7 von G;es- 

2) Nach Satz 12 (Nr.20) bilden die insgesamt 98 einfixpunktigen Inzidenzabbil 
dungen T"” von S(7/2/3) genau 7:4 = 28 eigentliche zyklische Untergruppen der Ordnung 3 
und genau 7:3 = 21 eigentliche zyklische Untergruppen der Ordnung 4 von Ges 

3) Nach Satz 16 (Nr. 24) bilden die insgesamt 21 dreifixpunktigen, kollinearen 
Inzidenzabbildungen 7” von S(7/2/3) genau 21 eigentliche zyklische Untergruppen der 
Ordnung 2 von Gjes 

37. Die Ergebnisse von Nr. 35 und Nr. 36 fassen wir jetzt in dem folgenden Satz 
zusammen: 

Satz 22. Die reellen Inzidenzabbildungen T der endlichen projektiven Geometrie 
$(7/2/3) [Fanosches Ausschlußaxiom] bilden eine Gruppe Ge. Sie umfaßt: 

a) 48 Elemente der Ordnung 7, die dem fixpunktfreien Inzidenzabbildungstyp y” 
angehören, und die genau 8 eigentliche zyklische Untergruppen der Ordnung 7 
bilden ; 

b) 56 Elemente der Ordnung 3, die dem einfixpunktigen Inzidenzabbildungshau pttyp 
T“” angehören, und die genau 28 eigentliche zyklische Untergruppen der Ordnung 3 
bilden ; 

c) 42 Elemente der Ordnung A, die ebenfalls dem einfixpunktigen Inzidenzabbildungs- 
haupttypus T“" angehören, und die genau 21 eigentliche zyklische Untergruppen 
der Ordnung 4 bilden; 
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d) 21 Elemente der Ordnung 2, die dem dreifixpunktigen kollinearen Inzidenzabbil- 
dungstypus T“ angehören, und die genau 21 eigentliche zyklische Untergruppen 
der Ordnung 2 bilden; 

e) das Einheitselement ua 

Damit ist die den geometrischen Aussagen koordinierte gruppentheoretische Aus- 

sage über $(7/2/3) gewonnen. 


Kap. III. Die vollständige Inzidenzabbildungsstruktur der minimalen endlichen Vierecks- 
geometrie S(13/2/4). 

38. In diesem Kapitel untersuchen wir die endliche projektive Geometrie des in 
S(n—n + 1/2/n) für n=4 eintretenden Veblensystems $(13/2/4), wobei wir uns 
die Aufgabe stellen, sämtliche in $(13/2/4) bei festgehaltenem endlichen reellen Möbius- 
schen Ausgangsnetz überhaupt möglichen reellen Inzidenzabbildungen T aufzufinden. 
Wir wissen bereits (Satz 21, Nr. 32), daß es deren 5616 gibt. Des weiteren muß dann 
ihre Einteilung in Typen der in der ersten Arbeit I ($ 4) charakterisierten Art gegeben 
und deren genaue Zahlen ermittelt werden. Endlich sollen, in einer dieser Arbeit folgenden 
Abhandlung die sämtlichen in diesem Zusammenhang auftretenden eigentlichen zyklischen 
Untergruppen der G,,,, aufgewiesen und in einer gruppentheoretischen Allgemeinaussage 
die Struktur von $(13/2/4) vollständig beschrieben werden. 

Das Veblensystem $(13/2/4) habe ich bereits früher °) als Tafel 7 (S. 584) angegeben 
und in einer weiteren Arbeit ®) als ein vollständiges Minimalmodell einer Geometrie des 
vollständigen Vierecks nachgewiesen. Durch seine jetzt durchzuführende geometrische 
Untersuchung wird der endliche, ebene Bereich von projektivem Zusammenhang, den 
5(13/2/4) aufspannt, in seiner Inzidenzstruktur vollständig erfaßt. 

Als die $(13/2/4) definierende und repräsentierende involutorisch-reziproke In- 
zidenztafel $S(13/2/4), deren sämtliche Elemente die Axiome A. 1* und A. 2* erfüllen, 
halten wir die folgende der Abb. 1 fest: 


(4) 2» Kar Ita) Is \c6rlı7> Jean lan Iuo) nlezlaa 
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Abb. 1. 


5) M. Steck, Über finite Geometrien und ihren Zusammenhang mit der Axiomatik der projektiven Geometrie, 
Deutsche Math. 1 (1936), 578—588. 

°) M. Steck, Eine vollständige endliche Geometrie des vollständigen Vierecks, Deutsche Math. 1 (1936), 
688—592. 
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$6. Der firpunktfreie Inzidenzabbildungstyp T” in S(13/2/4). 


39. Wir halten generell (auch für die folgenden Paragraphen dieser Arbeit) als 
Ausgangsviereck {i,j,k,!} der endlichen, reellen Möbiusschen Netzkonstruktion in 
$(13/2/4) das Viereck der Punkte 


ı 2 36 


fest. Von ihnen liegen keine drei kollinear, wie die aus den Kolonnen (1), (2), (3), (5) 
der Tafel S(13/2/4) zu erkennende Krummlage der Punkttripel {1, 2, 3}, {2, 3, 6}, {3, 6, 1}, 
{6, 1,2} zeigt. Als (nichtkollineare (s. Kolonne (4)) Nebenecken dieses Vierecks ergeben 
sich die Punkte 4, 5, 9, wie die Schnittbildungen 


m=(1,2)x (3,6)=4, {(1) und (@)}, 
m = (1, 6) x (2, 3) nn >, {(5) „ (2)} ’ 
m; = (1,3) x (3,6)=9, {(13) „ (6)} 


beweisen. Um das vollständige, reelle, endliche Möbiussche Ausgangsnetz zu erhalten, 
konstruiere man noch die folgenden Punkte: 


m, = (m, ms) X (1,6) = (4,9) x (1,6) = 8, {(8) und ( 
m, = (m,, m;) x (2, 3) — (4, 9) x (2, 3) un 11, {(8) ( 
M;, = (m,, m;) x (1, 2) . (5, 9) x (1, 2) . 10, {(9) ( 
m, = (ma, m;) X (3,6) = (5,9) x (3,6) = 12, {(9) „ 
m; = (m,, m;) X (2,6) = (4,5) x (2,6) = 7, {(4) ( 
m; = (m,, m,) X (1,3) = (4,5) x (1,3) = 13, {(4) 1 








Abb. 2. 


Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 3. 20 
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Damit sind bereits alle Punkte von $(13/2/4) konstruktiv einmalig erfaßt. Zieht 
man jetzt noch die Geraden 
(my, mg, mg) = ( 8,10, )= (7), 
(m,, M;, mg) = (12, 11, 7) zu (11); 
(m,, Mn, my) _ ( 8, 12, 13) . (12), 
(m;, Mg, m,) = (11, 10, 13) = (10), 
so ist damit das reelle, endliche Möbiussche Ausgangsnetz bereits vollständig gewonnen 


(es enthält alle Punkte und alle Geraden von $(13/2/4) je genau einmal) und in der Abb. 2 
ın einem Gesamtbild realisiert. 


40. Die fixpunktfreie, kollineare Beziehung der Ebene des Systems S$(13/2/4) auf 
sich werde dann mit Hilfe eines Bildvierecks {r’, j’, k’,l’} vorgenommen, indem den 
Punkten 1,2,3,6 der Reihe nach die Punkte ’’, j',k’,l’ als Bildpunkte aus $(13/2/4) 
zugewiesen werden und damit das (gleichgestaltete) endliche, reelle Möbiussche Bildnetz 
durch analoge Konstruktionsschritte aufgebaut wird. Dabei müssen folgende weitere 
Forderungen erfüllt werden: 


I)’ hs’ pr a5 
2) WW, y,kN, {y,k’, U}, {k’,V,v}, {,v,j’} sämtlich nicht kollinear; 
3) m #4, m #5, m; +9; 
4) m #8, m; #11; 
) ms #10, m; #12; 
6) m; #7, m #13. 
Dann behaupten wir den folgenden allgemeinen Existenzsatz: 


i) 


Satz 23. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems $(13/2/4) gibt 
es genau 1728 untereinander und von der Identität T" verschiedene fixpunktfreie Inziden :- 
abbildungen TV’ (v=1,2,3...,1728), die explizit angebbar sind. 

Beweis. Aus den obigen sechs Forderungen 1)—6) folgt leicht, daß als Bild- 
vierecke {1’, j,k’,!} zu {1,2,3,6} genau die folgenden 1728 Vierecke in $(13/2/4) in 
Frage kommen. Es sind dies, wie sich durch systematisches Erfüllen von 1)—6) in 
$(13/2/4) unmittelbar ergibt, die folgenden: 


1. {2, 3, 4, 7} | 17.12,5,1,9} 33. {2, 6, 1, 12} 49. {2, 7,1, 3} 
2. {2, 3, 4, 9} 18.{2,5,1,123 |  34.{2,6,1,13} 50. {2, 7,1, 5} 
3.{2, 3, 6, 8} ı 19. {2,5,4, 8} 35. {2, 6, 4,5} 51. {2, 7, 4, 8} 
4. {2, 3, 6, 10} 20. {2, 5,4, 9} 36. {2, 6, 4, 8} 52. {2,7,5,1} 
5. {2, 3, 7,4} 21. {2, 5, 6, 13} 37.{2,6,4,11} | 53.1{2,7,5,8} 
6. {2, 3, 7, 12} 22. {2, 5, 7,8} 38. {2, 6, 5, 4} 54. {2,7,8,4} 
7. {2, 3, 8, 1} 23. {2, 5, 8, 7} 39.{2,6,5,123 | 55.{2,7,8,5} 
8. {2, 3, 8, 9}  24.12,5,9,1} 40.{2,6,5,13}3 | 56. {2,7,10, 11} 
9. {2,3, 9, 4} 25. {2,5, 9, 4} 41.{2,6,8,10% | 57. {2,7,10, 12} 
10. {2, 3, 9, 8} 26. {2, 5, 9, 8} 42.{2,6,10,3} 58. {2,7, 10, 13} 
11. {2, 3, 10, 12} 27.12,5,10,7% | 4.{2,6,11,4% | 59. {2,7,11,4} 
12. {2, 3, 10, 13} 28.{2,5,10,8% | 44.{2,6,11,8} |  60.{2,7,11,8} 
13. {2, 3, 12,4) 29. {2, 5, 12, 7} 45.{2,6,12,10% | 61. {2,7, 11,10} 
14. {2, 3, 12, 9} 30.{2,5,13,1% | 46.{2,6,12,11} | 62.{2,7,12,5} 
15. {2, 3, 13, 4} | 31. {2,5, 13, 9} 47.{2,6,13,33 | 683. {2,7,13, 1} 
16. {2, 3, 13, 7} 32. {2, 5, 13, 10) 48. {2, 6, 13, 5} 64. {2, 7, 13, 10} 























65. {2, 8, 1, 7} 
66. {2, 8,1, 9) 
67. {2, 8, 4, 5} 
68. {2, 8, 5, 4) 
69. {2, 8, 5, 7} 
70. {2, 8, 5, 9} 
71. {2, 8, 6, 10} 
72. {2, 8, 7,1} 
73. {2, 8, 7, 5) 
74. {2, 8, 9, 3} 
75. {2, 8, 9, 5} 
76. {2, 8, 10, 5} 
77. {2, 8, 10, 9} 


78. 
79. 
s0. 


129. 
130. 


131. 
132. 


133. 


134 
135 
136 
137. 
13 


139. 
140. 
141. 
142. 
143. 
144. 


193. 
194. 
195. 
196. 
197. 
198. 
199. 
200. 
201. 
202. 
203. 
204. 
205. 
206. 
207. 
208. 


12,8, 10, 11} 
12,8, 11,1} 
(2,8, 11, 7) 


(2,13, 1,7} 
(2,13, 1,11} 
2 13, 4, 2 


2.13, 5,10) 
(2, 13, 6, 5} 
(2, 13, 7, 10} 
12,13, 9, 4} 


12,13, 9,5} 


12, 13, 9, 10} 
12,13, 9, 11} 
(2, 13, 10, 3} 


(2,13, 11,1} 
(2,13, 11, 7) 
12, 13, 11, 9} 
(3,6, 2, 8} 

(3,6, 2,13} 
(3, 6, 5, 10} 
(3, 6, 7,1} 

(3, 6, 7, 11} 
(3, 6, 8, 13} 
(3, 6, 10, 5} 
(3,6, 11,1} 
(3,7,2,1} 

(3, 7,2, 4} 

{3, 7, 4,1} 

(3, 7,5, 12} 
(3, 7,6, 11} 
(3, 7, 6, 13} 
(3, 7, 11,13} 
(3, 7,12, 5} 





81. 
82. 


83. 
84. 
35. 


86. 
87. 
88. 
89. 
90. 
91. 
92. 
93. 
.{2, 9, 13, 5) 
. 2, 9, 13, 10} 
5. {2, 9, 13, 11} 


8,1, 4,5) 


Ir 


{2,9,1,5} 
{2,9,1,8} 
{2, 9, 4, 5} 
29,51) 
{2, 9,5 4 
2,9, 5 8 
{2, 9,8, 3} 
{2, 9,10, 8} 
{2, 9, 11, 10} 
{2, 9, 11, 12} 
{2, 9, 11, 13} 
{2, 9, 12, 1} 
{2, 9, 13, 4} 


.{3, 1,4, 8} 
.{3, 1,5, 4} 


3.13, 1, 5 7} 
.8,1,6,73 


. 13,1, 6, 10} 
. 13, 1, 7, 2} 
3, 1,7, 5} 
{3,1,8,4} 


.{3, 1,8, 12) 
. {3, 1, 10, 11} 
;. {3, 1, 10, 12) 


.{3,1, 11,4 


3. 3, 1, 11, 8} 
.{3, 1,12, 23 
.{3, 1,12, 5} 


.{3,8,2,1} 
.{3, 8, 2, 4} 
.{3, 8, 4, 2} 
.{3, 8, 
. {3, 8, 6, 13} 
.{3, 8, 11, 13} 


5, 12} 


. 13, 8,12, 5} 


) 8, 8, 12, 9} 


3. 

98. 

W. 
100. 
101. 
102. 
103. 
104. 
105. 
106. 
107. 
108. 
109. 
110. 
111. 
112. 


161. 
162. {3, 
163. 
164. 
165. £. 
166. . 
167. 
168. 
169. £. 
170. 
171. 
. {3, 4, 10, 11} 
. {3, 4, 10, 13} 
. 13, 4, 11,1} 

.{3, 4, 11,7} 

3. {3, 4, 11, 10} 
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(2, 11,1, 8) 
12,11,1,9 
(2, 11,4, 7) 
(2, 11, 4, 13} 
12, 11,6, 1} 
{2, 11,7, 10} 
(2, 11,8, 10) 
12, 11,9, 1} 
12, 11,9, 12} 
12, 11,9, 13} 
12, 11, 10,7} 
12, 11, 10, 8} 


{2, 11, 12, 10} 


(2, 11,13, 4) 
(2, 11, 13, 7} 
12, 11,13, 9) 


{3, 4, 2,8} 


(3, 4, 10, 5} 
(3,4, 10, 9} 


3, 9, 10, 4} 
(3, 9, 11, 10} 
(3, 9, 11,12} 
(3, 9, 12, 8} 
(3, 10, 2 
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113. 
114. 
115. 
116. 
133. 
118. 
119. 
120. 
121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 
127. 
128. 


177. 


178. 


179 
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257. {3, 11,8, 1} 
258. {3, 11, 8, 12} 
259. {3, 11, 10, 1} 
260. {3, 11, 10, 4} 
261. {3, 11, 10, 12} 
262. {3, 11, 12, 8} 
263. {3, 11, 12, 9} 
264. {3, 11, 12, 13} 
265. {3, 12, 2, 7} 
266. {3, 12, 2, 9} 
267. {3, 12, 5, 8} 
268. {3, 12, 7, 2} 
269. {3, 12, 8, 1} 
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1387. {11, 8, 5, 12} 
1388. {11, 8, 7, 2} 


1389. {11,8,10,12} | 


1390. {11, 8, 12, 5} 


1391. {11,8,12,10} | 


1392. {11, 8, 13, 1} 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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1265. {10, 12, 1, 13} 
1266. {10, 12, 2,3} 
1267. {10, 12, 2, 7} 
1268. {10, 12, 4, 8} 
1269. {10, 12, 4, 13) 
1270. {10, 12, 6, 2} 
1271. {10, 12, 6, 8) 
1272. {10, 12, 7,13} 
1273. {10, 12, 8,1} 
1274. {10, 12, 8, 4) 
1275. {10, 12, 8,11} 
1276. {10, 12, 11, 2} 
1277. {10, 12, 11, 8) 
1278. {10, 12, 13, 3) 
1279. {10, 12, 13, 4) 
1280. {10, 12, 13, 7) 


1329. {11,4,1,3 
1330. {11, 4, 
1331. {11, 4, 
1332. {11, 4, 
1333. {11, 4, 
1334. {11, 4, 
1335. 11,4, 5 512} 
1336. {11,4,6,7) 
1337. {11, 4, 7, 10} 
1338. {11, 4, 10, 7} 
1339. {11, 4, 12, 2} 
1340. {11, 4, 12, 5} 
1341. f11, 4, 12, 10} 
1342. {11, 4, 12, 13} 
1343. {11, 4, 13, 1} 
1344. {11, 4, 13, 12} 


1393. {11, 9, 1,5) 
1394. {11, 9, 2, 
Te ‚5, 


1, 
2 
2, 
2, 
5, 


ne 
1398. {11. 9.7.10) 
1399. {11, 9, 12, 13} 
1400. {11, 9, 13, 12} 
1401. {11, 10, 1,3} 
1402. {11, 10, 4,5} 
1403. {11, 10, 1, 8} 
1404. {11, 10, 2, 7} 
1405. {11, 10, 2, 12} 
1406. {11, 10, 4, 7} 
1407. {11, 10, 5, 1} 
1408. f11, 10, 5, 7} 
21 
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1409. 
1410. 
1411. 
1412. 
1413. 
1414. 


(11,10, 7, 2} 
(11,10, 7, 4} 
(11, 10, 7,5} 
111, 10, 7, 9} 
(11,10, 8, 1} 
{11, 10, 9,1} 
1415. {11, 10, 9, 7} 
1416. {11, 10, 12, 8} 
1417. 11,12, 2, 4} 
1418. {11, 12, 2, 9} 
1419. {11, 12, 2, 10} 
1420. {11, 12, 4, 2) 
1421. {11, 12, A, 13} 
1422. #11, 12, 5, 8} 
1423. {11, 12, 5, 13} 
1424. {11, 12, 6, 2} 


1473. {12, 4,9, 7} 

1474. {12, 4, 10, 7} 

1475. {12, A, 11, 2} 
1476. {12, 4, 11, 5} 

1477. {12, 4, 11, 10) 
1478. {12, 4, 11, 13} 
1479. {12, 4, 13, 1} 
1480. {12, 4, 13, 11} 
1481. 12,5, 1,2} 

1482. {12, 5,1, 4} 
1483. {12, 5, 4, 1} 
1484. {12, 5, 6, 11} 
1485. {12, 5, 7,3} 
1486. {12, 5, 7, 8} 
1487. 7} 


7 

{12, ’ % 
112,5, 8, 
1488. {12, 5, 13, 11} 


1537. {12, 10,1, 3} 
1538. {12, 10, 1, 8} 
1539. {12, 10, 2, 11} 
1540. {12, 10, 4, 7} 
1541. {12, 10, 4, 11} 
1542. {12, 10, 6, 1} 
1543. {12, 10, 6, 7} 
1544. {12, 10, 7, 2} 
1545. {12, 10, 7, 4} 
1546. 





(12,10, 7,13} 


1547. {12, 10,8, 14} 
1548. {12, 10, 11, 3) 
1549. {12, 10, 11, 4} 
1550. {12, 10, 11, 8} 
1551. {12, 10, 13, 1} 
1552. {12, 10, 13, 7} 
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1425. {11, 12, 6, 8} 
1426. {11, 12, 8, 3} 
1427. 14, 12, 9, 13} 
1428. {11, 12, 10, 8} 
1429. {11, 12, 13, 3} 
1430. {11,12, 13, 4} 
1431. {11, 12, 13, 5} 
1432. 11,12, 13, 9} 
1433. {11, 13, 4, 2} 
1434. {11, 13, 2, 1} 
1435. {11, 13, 5, 12} 
1436. {11, 13,7, 8} 
1437. {11, 13, 8, 7) 
1438. {11, 13, 9, 12) 
1439. {11, 13, 12, 5} 





1440. {11, 13,12,9} 


1489. {12, 6, 1,13} 
1490. 12, 6, 2, 11} 
1491. {12, 6, 5, 11} 
1492. {12, 6, 7, 8} 
1493. {12, 6, 7, 10} 
1494. {12, 6, 9, 1} 
1495. {12, 6, 11, 5} 
1496. {12, 6, 13, 1} 
1497. {12, 7, 2, 4} 
1498. {12, 7, 2, 
1499. {12, 7, 4 
1500. {12, 7,5 
1501. {12, 7, 5, 
1502. {12, 7, 6 
1503. {12, 7,6 
1504. {12, 7, 6, 


1553. {12, 41, 4, 2} 
1554. {12, 11, 4, 5} 
1555. {12, 11, 4, 10} 
1556. 12, 11, 4, 13} 
1557. {12, 11, 6, 5} 
1558. {12, 11, 6, 8} 
1559. 12, 11, 6, 9} 
1560. £12, 11, 8, 10} 
1561. {12, 11, 9, 2} 
1562. {12, 11, 9, 3} 
1563. £12, 11, 9, 13} 
1564. {12, 11, 10, 3} 
1565. {12, 11, 13, 3} 
1566. 12, 11, 13, 4} 
1567. {12, 11, 13, 5} 
1568. {12, 11, 13, 9} 





1441. {12, 1,2, 3} 
1442. 112, 1,2, 9} 
1443. {12, 4, 4, 5} 
1444. {12, 1, 4, 8} 
1445. {12, 1, 4, 9} 
1446. 12, 1, 5, 2} 
1447. 112, 4, 5, 4} 
1448. {12, 1,6, 2} 
1449. {12, 1, 6, 13 
1450. {12, 1,8, 3} 

1,9, 4} 

1,9, 8} 


’ 


} 


1451. 112,1, 9, 
1452. 112,1, 9, 
1453. {12, 1, 10, 8} 
1454. {12, 1,13, 4} 
1455. {12, 1, 13, 5} 
1456. {12, 1, 13, 10) 


1505. {12, 7, 8, 4} 
1506. {12, 7, 8, 5} 
1507. {12, 7, 9, 3} 
1508. {12, 7, 9, 4} 
1509. {12, 7, 9, 8} 
1510. {12, 7, 10, 4} 
1511. {12, 7, 10, 13} 
1512. {12, 7, 13, 3} 
1513. 12, 8, 1, 
1514. {12, 
1515. {12, 
1516. {12, 
1517. {12, 
1518. {12, 
1519. {12, 8, 6, 
1520. {12, 8, 7, 


1569. {12, 13, 1, 4} 
1570. {12, 13, 1, 5} 


1 
8,1, 
8,4 
8,4 
8,5, 
8,6 
8,6 
7 


’ 





| 





1571. {12, 13, 1,10} 


1572. {12, 13, 4, 1} 
1573. {12, 13, 4, 11} 
1574. {12, 13, 5, 11} 
1575. {12, 13, 6, 1} 
1576. {12, 13, 6, 7} 
1577. {12, 13, 7, 3} 
1578. {12, 13, 9, 7} 
1579. {12, 43, 9, 11} 
1580. {12, 13, 10, 7} 
1581. {12, 13, 11, 3} 
1582. 12, 13, 11, 4} 
1583. {12, 13, 11, 5} 
1584. {12, 13, 11, 9} 


| 








1457. {12, 3, 1,5} 
1458. {12, 3, 1, 8) 
1459. {12, 3,7, 2) 
1460. {12, 3, 7, 9) 
1461. {12, 3, 8, 1} 
1462. {12, 3, 9, 7} 
1463. {12, 3, 10, 11} 
1464. {12, 3, 13, 11} 
1465. 12, 4, 1,5) 
1466. {12, 4, 1,8) 
1467. 12, 4,1, 9) 
1468. {12, 4, 2,7) 
1469. {12, 4, 5, 1} 
1470. {12, 4, 7, 8) 
1471. {12, 4, 8, 
1472. 12, 


4 
1521. {12, 8 
1522. {12, 8, 
8, 
8, 


’ ’ 


’ 


1523. {12, 
1524. 12, 
1525. {12, 8, 10, 1} 
1526. 12, 8, 11, 3) 
1527. {12, 8, 11,5) 
1528. {12, 8, 11, 10) 
1529. {12, 9, 1, 4) 
1530. {12, 9,2, 1} 
1531. {12, 9, 4, 1} 
1532. {12, 9, 6, 11} 
1533. {12, 9, 7,3} 


8,7} 
9,1} 
7,5} 
7,9 
9,1} 
9, 7} 
1 


1534. {12, 9, 7,8 
1535. {12, 9, 11, 13} 
1536. 12, 9, 13, 11} 
1585. {13, 1, 2, 5) 
1586. {13, 1, 2, 7} 
1587. {13, 1, 4, 8} 
1588. £13, 1,4, 11} 
1589. {13, 4, 5, 2} 
1590. {13, 1,5, 11} 
1591. {13, 1, 5, 12} 
1592. {13, 1, 6,2} 


1593. {13, 4, 7, 10} 
1594. {13, 1, 8, 10} 
1595. {13, 1, 10,7) 
1596. {13, 1, 10, 8} 
1597. {13, 4, 11, 4} 
1598. {13, 1, 11, 5} 
1599. {13, 1, 11, 8} 
1600. {13, 1, 12, 10} 
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1601. {13,3,4,8} | 1617. {13, 4, 2, 3} 1633. {13,5,6,2} | 1649. {13, 7,2, 3} 
1602. {13,3,4,10} | 1618. {13, 4, 2, 9} 1634. {13,5,6,9} | 1650. {13,7,2, 10) 
1603. {13,3,4,11} | 1619. {13, 4, 2, 11} 1635. {13,5,8,3} | 1651. {13,7, 6,1} 
1604. {13,3,6,5} | 1620. {13,4, 6,1} 1636. {13,5,8,10} | 1652. {13, 7,6, 8} 
1605. {13,3,6,7} | 1621. {13, 4, 6, 8} 1637. {13,5,10,3} | 1653. {13, 7,8, 1) 
1606. {13,3,7,2} 1622. {13, 4, 6, 9} 1638. {13,5, 10,8} | 1654. {13, 7, 10, 12) 
1607. {13,3,7,12} | 1623. {13, 4, 8, 10) 1639. {13,5,12,1} | 1655. {13, 7, 11, 3} 
1608. {13,3,8,4} | 1624. {13, 4, 10, 3} 1640. {13, 5,12, 11} | 1656. f13, 7,12, 10} 
1609. {13,3,8,5} | 1625. {13, 4, 10, 8} 1641. 113,6,2,1% | 1657. {13, 8, 4, 10) 
1610. {13,3,8,11} | 1626. {13,4,11,2} | 1642. {13,6,2,4) 1658. {13, 8, 5, 3) 
1611. {13,3,10,2} | 1627. {13,4,11,3} | 1643. f13, 6, 4,1} 1659. {13, 8, 5, 9) 
1612. {13,3,10,4} | 1628. {13,4,11,12} | 1644. {13,6,5,12} | 1660. {13, 8, 5, 10) 
1613. {13, 3, 10,12} | 1629. {13,4,12,1}) | 1645. {13, 6, 7,3) 1661. {13, 8, 5, 11} 
1614. {13,3,12,5} | 1630. {13,4,12,9} | 1646. {13, 6,7, 8) 1662. {13, 8, 6, 9) 
1615. {13, 3,12,7} | 1631. {13,4,12,10} | 1647. {13, 6, 8,3} 1663. {13, 8, 7,1) 
1616. {13,3, 12,11} | 1632. {13,4,12, 11} | 1648. {13, 6, 12, 5} 1664. {13, 8, 7, 9) 





1665. {13,8,7,11} | 1681. {13, 9, 6, 8} 1697. {13,10,7,2} | 1713. {13, 12, 4,1} 
1666. {13,8,10,1} | 1682. {13, 9, 7, 8} 1698. {13, 10, 7, 9} | 1714. {13, 12, 4, 9} 
1667. {13, 8,10,4} | 1683. {13,9,7,10} | 1699. {13,10,7,12} | 1715. {13, 12, 4, 10) 
1668. {13,8,10,5} | 1684. {13,9,8,10} | 1700. {13,10,8,1} | 1716. {13, 12, 4, 11} 
1669. {13,8,10,9} | 1685. {13,9,10,8} | 1701. {13, 10,8, 4} 1717. {13, 125. 1} 
1670. {13, 8, 11,1} | 1686. {13,9, 11,5} 1702. {13,10,8,5} | 1718. {13,12,5,3) 
1671. {13, 8, 11,5} | 1687. {13,9, 11,12} | 1703. {13,10,8,9% | 1719. f13, 12,5, 11) 
1672. {13, 8, 41, 7) 1688. {13, 9, 12,11} | 1704. {13,10,12,1} | 1720. {13, 12, 6,5} 
1673. {13, 9, 2, 4} 1689. {13, 10, 2, 5} 1705. {13,41,4,1} | 1721. {13, 12, 6, 7) 
1674. {13, 9, 2, 5} 1690. {13, 10, 2, 7} 1706. 13, 11,4,2} | 1722. {13, 12,6, 9) 
1675. {13, 9, 2, 10} 1691. {13,10,2,9} | 1707. 13, 11, 7,3) 1723. {13, 12, 7, 10) 
1676. {13, 9, 2, 11} 1692. {13, 10, 4, 8} 1708. {13, 11,7, 8) 1724. 13, 12, 10, 3) 
1677. {13, 9, 4, 10} 1693. {13,10,4,9} | 1709. {13, 11,8, 3) 1725. {13, 12, 11,3) 
1678. {13, 9, 5, 8} 1694. {13, 10, 5, 1} 1710. £13, 11, 8, 7} 1726. {13, 12, 11, 4} 





1679. {13, 9, 5, 11} 
1680. {13, 9, 6, 5} 


1695. {13, 10, 5, 3} 
1696. {13, 10, 5, 8} 


1711. {13, 11,12, 5} 
1712. {13, 11,12, 9) 


1727. {13, 12, 11, 5} 
1728. {13, 12, 11, 9} 
Die entsprechenden (mit gleichem Index wie diese Nummern versehenen), hier- 
‚1728) erhält 
man jetzt durch Betrachtung der durch je eine der ersten 144 TÜ’ (u =1,2,3,..., 144) 


durch erzeugten fixpunktfreien Inzidenzabbildungen T”’(v = 1,2,3,. 


erzeugten zyklischen Gruppe U/ der Ordnung 13. Diese möge jetzt explizit für die 
ersten 16 TI’ (2=1,2,3,..., 16) gezeigt werden. Alle übrigen T" wären analog zu ge- 
winnen, so daß wir dies dem Leser überlassen und uns darauf beschränken können, die 


dabei sich Be Aussagen festzuhalten ?). 


1) Ti” ist die folgende fixpunktfreie Inzidenzabbildung: 
PP 1-1-3-45-8-7-8-9- 10-1081 


?) Man leistet dabei, im Interesse einer kürzeren Beweisführung, bewußt auf eine explizite Angabe der übrigen 

I r . . . 4) .. .. . . . .. .. 
T® Verzicht. Doch kann man sich nach der in 16 Fällen explizit aufgewiesenen Entstehungsvorschrift die für spätere 
geometrisch-axiomatische Untersuchungen jeweils nötigen 7 leicht und schnell analog herstellen. Dies ist um so 


leichter deshalb möglich, als wir die Ergebnisse in diesem Beweisgang für alle tr" mitteilen. 
21? 
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und erzeugt die folgende zyklische Gruppe UJ": 


(TPy =1-3->-5-7-9-1->13->2->4-6-8-10-12-1= TI) 
4>7>-10-13-3-6-9-12-2-5-8-1-1= TV 


(TP’’ =1- 

(TP' =1-5-9-13>-4-8-12-3-7-1>-2-6-10-1= TE 
(TP’y =1-6-11-3-8-13-5-10-2-7-12-4-9-1= TU 
(TPf =1-7-13-6-12-5-1->4-10-3->-9-2-8-1= TR 
(TPY =1-8-2-9-3-10>-4-1-5-12-6-13-7-1= TE 
(TPy’ =1-9->4-12-7-2-10-5-13-8-3-1>-6-1= Ti 
(TP’ =1-10-6-2-1-7-3-12-8-4-13-9-5-1= Tu 
(TP"=1-1-8-5-2-12-9-6-3-13-10-7-4-1= Ti 
(TP" = 1-12-10>-8-6-4>2-13-1-9-7-5-3-1= Tilo 
(TP’=1-13-12-1-10-9-8-7>-6-5>-4-3-2-1= Ti 
a een De We, E77. Vu ‚3-13= 1”, 


2) T!” lautet: 


D_41-2-3->-4-11-12-8-7-13-10-5-6-9-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe US": 


(TB? — 1-3-1-8-13-5-9-2-4-12-7-10-6-1= Th 
(TPP =1>4-8-10-9-3-12-13-6-2-1-7-5-1= TO 
(TPY =1-1-13-9-4-7->-6-3-8-5-2-12-10-1= Tib 
(TPY =1-12-5-3-7-9-1-10>-2-8-6-4-13-1= Ti 
(TP =1->-8-9-12->-6-11->-5>4-10-3-13-2-7-1= Ti 
(TPy =1-7>2-13->-3-10>-4-5-1-6-12-9-8-1= TQ 
(TP = 1-13 -+4>6-8-2-10-11-9-7-3-5-12-1= Tioe 
(TPy =1-10-12>-2->-5-8-3-6-7-4-9-13-1-1= Tih 
(TP"=1-5-7-1->2-6-13-12-3-9-10-8-4-1= Th 
(TP"=1-6-10-7-12-4-2-9-5-13>-8-11-3-1= TR 
(TPP’=1->-9>6-5-10>-13-7-8-12-11>-4>3>2-1= Tim 
9 jr Spa BE ER Ber 5 2 EEE a aan — rt", 


3) T” lautet: 


T? =1-2-3-6-8-13-9-7-10-1-4-+5- 12-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe US": 


(TPY =1-3->-8-9-10 -4->-12-2-6-13-7-1-5-1= Ti) 
(TP =1-6-9-1-12-3-13-10-5>-2-8-7-4-1= TO 
(TPy =1->-8-10-12-6-7->-5-3->-9-4>2-13-1M-1= To 
(TP = 1-13 -4-3-7-12-8-11-2-9-5-6-10-1= Ts 
(TD =1-9-12-13-5-8-4->-6-11-3-10-2-7-1= Too 
(TPy =1-7-2-10>-3-11-6-4-8-5-13-12-9-1= TH 
(TPf =1-10-6-5-9-2-11>-8-12-7>-3-4-13-1- TR, 
(TPyP =1-1-13+-2->4>-9->-3-5-7-6-12-10-8-1= T, 
(TP"=1-4-7->-8-2-5-10-13-3-12-1-9-6-1= TH 
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(TIP) =1-5-1-7>13>6->2>12>4->10>-9>8-3-1= Ti 
(TP’= 1-12 -5-4-11-10-7-9-13>-8-6-3-2-1= Tin 


4) Ti” lautet: 
17 = 13-36 + 10-5 4-1 + 12-13 +9+ 7-81 


(MD, 
4 » 


und erzeugt die zyklische Gruppe U 
(TPy =1-3-10>-4+12>-9>-8-2-6-5-1-13-7-1= TR 
(TPy =1-6-4-13-8-3-5-12-7-2-10-1-9-1= TR 
(TP% =1-10-12-8-6-1-7-3-+-4-9-+2-5-13-1= TR, 
(TPy =1-5-9-3-11>-8-10-13-2-4-7-6-12-1= TR 
(TPy =1->4>8-5-7-10>-9>6-13+-3>12>2-11-1= T 
(TPy =1-1-2-12-3-13-6-9-10-7-5-8-4-1= Ti 
(TPy =1-12-6-7-4-2-13-10-8-11-3-9-5-1= TM, 
(TPP = 1-13 -5-2-9-4-3-7-1-6-+8-12-10-1= TR, 
(TP"=1-9-1-10-2-7-12-5-3-8-13>4-6-1= TR) 
(TPy" =1-7-13-1-5-6-2-8-9-12-4-10-3-1= TR 
(TP"=1-8-7-9-13-12-1>4-5-10-6-3-2-1= TN) 
ee een = 2 


5) T!” lautet: 
T? =1-2-3-7-12-13-9-6+4-5-10- 1-8 -1 


und erzeugt die zyklische Gruppe U%: 
(TP’ =1-3-12-9->-4-10-8-2-7-13-6-5-1-1= Ti 
(TPy =1-7->-9-5-8-3-13+>4-1->2-12-6-10-1= TN 
(TPy =1-12+-4>-8-7-6-11-3-9-10+-2-13-5-1=- TR, 
(TPy = 1-13-10-3-6-8-12-5-2-9-1-7-4-1= Ti 
(TPy =1-9-8-13-11-12-10-7>5-3-4>-2-6-1= Ti 
(TPy =1-+6-2-4-3-5-7-10-12-11-13-8-9-1= TV 
(TD} =1>4-7-1>9->-2-5-12-8-6-3-10-13-1= TI, 
(TPP =1-5-13-2-10-9-3-11->6-7-8-+4-2-1= TI 
(TP =1>-10>6>12-+2->-11>4-13+3+8-5-9-7-1= TU, 
(TP" = 1-11-5-6-13->-7>-2-8-10-4-9-12-3-1= Ti, 
(TP”=1-8-1-1-5>4-6-9-13-12-7-3-2-1= TU 
ee ee — m, 


6) T” lautet: 
D_-41-2-3-7>-4-11-10-5-+8-13-9-6- 12-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe U%: 
(TP} =1->-3>4>-10>-8-9-12-2-7-1-5-13-6-1= Ti 
(T® =1-7-10>-13>12-3-+11>8-6-2-4-5-9-1= 7 
(TP) =1>4-8-12-7>-5-6-3->10>-9->-2-1-13-1= Ta 
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(T5) 
(T5) 
(T;') 
(T5) 
(T5') 
( (D,' 
(Ty" 
(TD)” 
( ID — 
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4+41+9+35s 1343: +6 +7 FR 


—=1-10-12-11>-6-4-9-7-13-3-8-2-5-1= 
—=1-5-2-8-3-13-7-9-4-6-11-12-10-1= 
—=—1-8-7-65-10-2-13-4-122-5-3-9-1-1= 
—=1-13-11>-2-9-10-3-6-5-7-12-8-4-1= 
—=1-9-5-4-2-6-8-11-3-12-13-10-7-1= 
—=1-6-13-5-11-7>2-12-9-8-10-4-3-1= 
—=1-12-6-9-13-8-5-10-11>-4-7-3-2-1= 


7). T} lautet: 
TI’ =1-2-3-8-4-5-10-11-7-9-13-12 -6-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe U: 


(77) 
(77°) 
(17) 
(77) 
(T7') 
(77) 
(T7’) 
(T7') 


=1->3->4-10-7-13-6-2-8-5-11-9-12-1= 
= 1->-8-10-9-6-3-5-7-12-2-4-11-13-1= 
=1-4-7-6-8-11-12-3-10-13-2-5-9-1= 
=1-5-13-3-11-6-4-9-2-10-12-8-7-1= 
—1-10-6-5-12-4-15>-8-9-3-7-2-11-1= 
—=1-11-+-2-7-3->9-8-13-4-12-5-6-10-1= 
=1-7-8-12-10>-2-9-4-6-11-3-13-5-1= 
—=-1-9-5-2-13-10-3-12-11>-8-6-7-4-1= 


(TP’=1-13-1>4>2-12-7>-5-3-6-9-10-8-1 = 


(TP)" 
(TP) 
(TI)” 


=1-122-9-11-5-8-2-6-13-7-10-4-3-1= 
=1-6-12-13-9-7-11-10-5-4-8-3-2-1= 


EB EEE EEE BB EEE EB BB EB TFT BD RE ES EEE RER TE BA RS EEE RE I I RE I Eee Zi 


8) T” lautet: 


Dr 23h hs +++ 7 


und erzeugt die zyklische Gruppe U”: 


(T3") 
(T})" 
(7) 
(7) 
(T3)) 
(T}) 
(TO) 
(T3>) 
(T3>)" 
(7°) 
(7) 


=1-3-6-13-+-4-10-7-2-8-9-12-11-5-1= 
—=1-8-13-11-7-3-9-4-5->2-6-12-10-1= 
=1-6-4-7-8-12-5-3-13-10>-2-9-1-1= 
=1-9-10-3-12-7-6-11-+-2-13-5>8-4-1= 
=1-13-7-9-5-6-10-8-11-3-4-2-2-1= 
=1-122-2-4-3-11>-8-10-6-5-9-7-13-1= 
= 1+4-8-5-13-2-11-6-7-12-3-10-9-1= 
—-1-11-9-2-10-13-3-5-12-8-7-4-6-1= 
—-1-10-12-6-2-5-4-9-3-7-1-1-8-1= 
—-1-5-11-12-9-8-2-7-10>4-13-6-3-i= 
—-1-7-5-10-11>-4-12-13-9-6-8-3-2-1= 


(1) 
T,179 

(I) 
T;520 

(I) 
T 005 


(I 
Ti 


(I) 
T 079 


(I) 
705 


(I) 
T 42 
vn 


Ta 
T39s 
Tiır 
T5uı 
Ti23s 
T13x0 
To, 
Tiisı 
Tix: 
Ti 490 
T5rs 
gND 3 


T.), D 
9, 
Ti, 
Tiis: 
Tin; 
Tas 
Tiys 
Tiir 
Tiirs 
Tin 
T2, 
rn 
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9) TX lautet: 
TP -1->-2-3-9-6-4-1-13-7-12-8-10-5-1 
und erzeugt die zyklische Gruppe US: 

(TPy =1-3-6-1-7>8-5-2-9-4-13-12-10-1= TO, 
(TPY} =1-9-1-+12-5-+3>+4-7>-10+2-+6-13-8-1= TR 
(TPy =1-6-7-5-9-13-10>-3-11-8-2-4-12-1= TN 
(TPy =1-4-8-3-13-5-6-12-2-11-10-9-7-1= TU 
(TP =1-1-+5>4-10+-6-8-9->12-3-7-2-13-1= Ts 
(TPy = 1-13 -2-7-3>-12-9-+-8-6-10-+-4-5-N1-1= TU, 
(TPP =1-7-9-10-1->2->-12-6-5-13-3-8-4-1= TO 
(TDy =1-12-4-2-8-1-3-10-13-9-5-7-6-1= TR, 
(TP =1->8-13>-6-2-10-7>4>-3-5-12-1-9-1= TR, 
(TP" = 1-10-12-13+4-9+2-+5-8-7-1-6-3-1= Tio 


(TPY” = 1-5-10>-8-12-7->-13-1>4-+6-9-3-2-1= Th 
(T TI)” — u y ee 


BEER DE EEE ED ER ER EEE RB ED EEE DR BU. E EDER EDS 


10) T\y lautet: 
TD =1-2-3-9-7-10-5->13>6-8-12-4-11-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe U: 


(TP% =1-3-7-5-6-12-1-2-9-10-13-8-4-1= TR 
(Tdy =1-9-5-8-1-3-10-6-4-2-7-13-12-1= Ti 
(Tdy = 1-7-6-11-9-13 +-4-3-+5-12-2-10-8-1= TU, 
(Toy =1-10-12>-3-13-11>-7>-8-2-5-4-9-6-1 = Tiie 
(TB =1-5-1-10>4>7>-12-+-9-+8-3-+6-2-13-1= Til 
By’ =1-+13-+2+6-3-8-9-12-7-4-10-1-5-1= Ti 
(TB =1-6-9-4-5-2-8-7-11-13-3-12-10 -1= To 
(Td =1-8-10-2-12-5-3-4-13-9-1-6-7-1= Ti 
(TP” = 1-12 +13 -7 +2 +4-6-10-3-11>-8-5-9-1= Tin 
(TON = 1-4-8-13-10>-9-2-1-12+-6-5-7-3-1= Ta 


(TD” = 1-11>4-12-8-6-13-5-10-7>-9-3-2-1= Tias 
(T ID) F » iD 


BEE EEE EEE: EEE RW ER EED E CE EEE ER IE TR TEE ERBE EEE EEE TUN 


11) Ti) lautet: 
TI? =1-2-3-10-1-7-6-12-9-4-5-8-13-1 
und erzeugt die zyklische Gruppe U}}: 

(TPy =1-3-1->6-9-5-13-2-10-7->-12-4-8-1= To 
(TP =1-10-6-4-13-3-7-9-8- -2-11-12- 5-1- Ti 
(TB =1-11-9-13-10-12-8-3-6-5->-2-7>4-1= Tin 
(TDy = 1-7-5-3-12-13-1-+4- “ 6>-8-10-9-1= Ti 
(TB =1-6-13-7-8-11->5-10>-4-3-9-2-12-1= Tin 
(TU =1-12-2-9-3>4->-10-5-1>8-7-13-+6-1= Ta 
(Tr = 1-9-10-8-6-2-4-11-13-12-+-3-5-7-1= Tios 
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(Tı) = 
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=1>4-7->2-5-6-3-8-12-10-13-9-1-1= TV, 


(TR) =1-5-12-1->2-8-9-7-3-13-+4-6-10-1-= TO 


(T1) 
(T1) 


=1>8-4-122-7-10-2-13>-5-9-6-11-3-1 = TR 
—=1->13>-8-5-4-9-12-6-7-1-10-3-2-1= TO, 


6 ana nen a ee — rm, 


12) Ti? lautet: 


und erzeugt 
(T%y 


(TI 
(TE) 
(T%Y)' 
(Ti2)" 


(T2) = 
(Ti2) 
(Ti2) 


T3 =1-2-3-10+-5-8-12-6-13-4-11-7-9-1 
die zyklische Gruppe UM: 
=1>3-5-12-13-11-9-2-10>-8-6-4-7-1= TO, 
=1-10-12>-4-9-3-8-13-7-2-5-6-1-1= TO, 
=1-5-13-9-10-6-7->-3-12-11-2-8-4-1= T®, 
=1>8-11>-3-6-9-5-4-2-12-7-10-3-1= TO, 
=1-12-9-8-7-5-1-10-4-3-13-2-6-1= TD, 
=1-6-2-13-3-4-10-11-5-7-8-9- 2-1= TR 
= 1-13-10-7-12 +2 -+4-5-9-6-3-1-8-1= TR 
= 1>4-8-2-11-12-3-7-6-10-9-13-5-1= TR 


(T TR) = 1-11 -6-5-2-7->13-8-3-9-4-122-10-1= Bu Ti30 


(TR) =1-7-4>6-8-10>-2-9-1-13-12-5-3-1= TR, 
"=1-9-7-1-4-13-6-12-8-5-10-3-2-1= 7, 


(TE ı 
(Ti?) = 


EEE EEE ER EEE REEL ER EEE TEE EB DB DEE DER ER RE ER 


13) Ti? lautet: 


und erzeugt 


a 


(T Ts) 
(a) 

(Ti3) 
(T13) 
(75) = 
(Ti3) 
(T13) 
(Tı} E“ 
(T13) 
(TR) 


Ta? = 1>-2-3-2-7+-9-13+-8-10 +5 +-4+- 16-1 


Ti; Pu 
die zyklische Gruppe UM: 


=-1-3-7-13-10>-4-6-2-12-9-8-5-1-1= T® 
= 1-12 -13-5-6-3-9-10-1-2-7-8-4-1= TR 
=1-7->10-6>12-8-11>-3-13>4>2-9-5-1= Ti 


=1-+9-+4>3-8-6-7-5-2-13-1-12-1-1= TI 
= 1-13 -6-9-1-7>4-12-5-3-10-2-8-1= TI, 
= 1-8-2-10-3-5-12-4-7-1-9-6-13-1= TO 
=1-10-2-1-13+2+-5-7-6-8-3-4+9-1 = TI, 
= 1>+5-9-2-4-13-3-1-8-12-6-10-7-1= TR 


a 


= 1-1 -+5-8-9-12+-23-6-4-10-13-7-3-1= u 


’=1>6-11-+4-+5-10-8-13>9- 7-12 +-3+2-1= 7 


E.. 1 ae  r EE EEERERIEEEESERE REN - rm, 


14) Ti} lautet: 


und erzeugt 
(Ti) 
(8) 





71? =1-2-3-12-10-1-4-+5-6-9-13+-8-7-+1 


Ti = 
die zyklische Gruppe U}2: 
=1-3-10-4-6-13-7- 2-2 -1-5- 9-8-1= TA 


= 1 +413+4+9+7 23-0 +8 +8 3-00 +5 3 Ha FR 
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(TDy =1-10-6-7-12+5-8-3-4-13-2-1-9-1= TR, 
(TU) =1-1-13-3-5-7-10-9>2+4-8-12-6-1= TR, 
(TI = 1-4-7-1>-8-10-13-12+-9-+-3-+6-2-5-1—- TO 
(70) =1>5>2>6-3-9-12-13-10>-8-1-7-4-1= TO 
(T%) =1>6-12>8-4->2-9-10-7>-5-3-13-1-1=- TO) 
(By =1-9-1-2-13-+4-3-8-5-12-7>-6-10-1= TU, 
(T%) =1-13-5-10-2-8-6-11>-3-7-9-4-12-1= TU, 
(TR) =1-8-9-5-11-12-2-7-13-+6>4-10-3-1= TO) 
(TI =1-7-8-13-9-6-5>-4-11-10-12-3-2-1= TU 
Aa a a a Be De a al — tt’, 


15) T15’ lautet: 
T5 =1-2-3-13>-8-10-1-9-12-7-6-4-5-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe UN: 
(75) =1>3-+8-11->12-6-5-2-13+10>-9-7-4-1= TN) 
By =1-B-1-7-+5>-3-10-12+4+2-+8-9-6-+1 = TR, 
(TB =1-8-12-5-13-+-9-+4>+3-11-+6-23-10-7-1= TR 
(TPy =1-10-6-3-9-5-8-7-2-1->4-13-12-1= TM); 
(TPy = 1-1-5-10>-4-8-6-13-7-3-12+-2-9-1= TR, 
(TB =1-9-2-12-3-7-13>6->-8-4-10-5-1-1= TI; 
(TP) =1-12-13>-4-1->2-7->-8-5-9-3-6-10-1= TA), 
(TPy =-1-7-10>-2-6-11>-3-4-9-13-5-12-8-1= TU 
(T9) =1-6-9-8-2->4-12-10-3-5-7-1-1B3-1= TS 
(TB =1-4-7-9-10>-13+2-5->6-12-11-8-3-1= TH 
(TP" = 1-+-5-4-6-7-12-9-1-10-8-13-3-2-1=- TU 
an Bee ee ee Eu 


16) T/? lautet: 
ID = 1 +3+3+13 +2 +6 +59 +8+6-+ 7-10 - 1-1 


und erzeugt die zyklische Gruppe Ui: 


(TW) —-1-3+12- 5>-8-7-11+2-13-4-9-6-10-1= TR 
(TÜy = 1-13 +5 -6-1-3-4-8-10-2-12-9-7-1= Tin 
(Tdy = 1-12 -8-11-13-9-10>-3-5-7-2-+4-6-1= Ti 
(TD% = 1-4-7>3-9- 1-12 -6-2-5-10-13-8-1= Ti 
(TPV =1-5-1-4-10-12-7-13>-6-3-8-2-9-1= Ta 
(TB =1-9-2-8-3-6-13-7- 12-10 -4-11-+5-1= Tiy 
(TOD = 1-8-13-10-5-2-6-12-11-9-3-7>4-1= Ta 
(TP =1-6-4-2-7->-5-3-10-9-13-1-8-+12-1= Tin 
> A 2-10 >-8>4-3-1-6-5-13-1= TI 


(TPN" = 1-10-6-9>4-13-2->-11>7>8-5-12-+3-1= Ti 
se 
FF ee ne ek _ rm, 
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Für alle übrigen 7, (x = 17,18,19,...,1728) geben wir jetzt nur mehr die Er- 
gebnisse an. Wir bedienen uns dabei einer abkürzenden Schreibweise, die jeweils das 
erzeugende Element der U” (x =17,18,..., 144) explizit, ihre weiteren Elemente 
implizit angibt. 

17) T7=1->2-5-6-9-10-1-8-7-12-13-4-3-1:; 

UP: Tre, Te, Tilo, Tide, Tide, TI, TER, Tider, Tide, Tide, Til, TOP. 

8) TIP =1-2-5-8-13-4-1-6-12-7-9-10-3-1; 

Us : Tsoo, Tipa, Tioes, Tioo, Tisns, Tiı, Tisoe, Tiüe, Tine, Til, TR, TOD. 

19) TI =1-2-5-13-10-3-4-1-7-6-8-12-9-1; 

Us: Tits, Tinos, Tiiso, Tiee, Tios, Tieı, Tin, To, Tikı, Tide, Ti, TOD, 

20) Tu =1-2-5-7-12-8-6-9-10-3-4-1-13-+1; 

US : Tioa Tesn Tisie, Tize, Ten, Tin, Tilo Tio, To, Pils, Tide, TO. 

21) TD=1-2-5-8-12-10-3-6-13-9-7-4-1-1: 

U): Tai, Topos Tips, Tier, To, Tirs, Tier, Tioaı, Tiso, Ti, Tian, zen. 

2) T9=1-2-5-13-9-6-8-12-1-1-4->-3-7-1; 

un: TE, TE, TE, TR, TR, TO, Te, TDe, TR, TB, 9, TO. 

3) 7% =1-2-5-6-7-4->-3-8-9-13-12-10-1-1; 

. Un: Ti, Tüen, Tilo, Tito, Tele, Ts, Tilo, Trio, Tide, Tide Ti, TO. 

24) TR =1-2-5-10-1-12-13-7-8-4-3-9-6-1: 

UN: TR, Tide, Tide, Tre, Tea, Ti, TR, TO, TED, Ts, TE, TON 

35) TP=-1-2-5-10-3-9-7>-13-6-4-11-12-8-1; 

Us : Ts, Tiies, Tee, Tin, Tiie, Tioa, Tilo, Tess, Tiais, Tan Ti TO. 

5) TR=1-2-5-12-4-1-10-3-9-6-8-13-7-1; 

Us: Tioa, Tiarı, Tioo, Tia, Tiles, Ts, Tioro, Ti, Ti, iss Ts, T 

27) T7=1-2-5->-9>4->-3-10-1-12>8-6-7-13-1; 

UM: Tigr, Tios, Diss, Tees, Tider, Tilo, Tisıs, Tidı, Tess, Ti, Ton TO. 

23) 7 =1-2-5-12-7-6-8-13-4-3-10-1-9-1; 

US: Toon, Tisos, Tito, Tiso, Ti0oo, Ti6o, Ts, Tito, Tizso, Ti, Ti, I. 

29) 79 =1-2-5-9-13>-8-6-7-4-1-10-3-12-+1; 

UN: Tri, Tiieo, Tieio, Tee, Ti, Trias, Ts, Tin, Tiise, Tin, Tas, TO. 

30) 19 _ 1>-2-5>4-3-13-12-9-8-10-1-7-6+-+1; 

Un: Tieo, Tiie, Tao, Tiraı, Tisss, Tito, Tise, Tidso, Tiiro, Ti, Im T— . 

1) TD=1-2-5-7-10-1-4-3-13-8-6-9- 12-1; 

un: Ti, Tils, Tdsı, Tide, To, Tita, Tiesı, Ten, Tine, Tiise, Ti I. 

2) TWP=1-2-5-4-1-7-9-12-6-10-3-13-8-1; 

U2 : Tin Tier, Tito, Tin, Titan, Tilo, Ti, Tflis, Tin, Tilo, Tr, T. 

3) 79 =1-2-6-12-1-5-8-13-10-9>4-7->-3-1; 

UN: Ti, Tier Tier, Tils, Dion, Tiros, Tiger, Tioss, Tin, Ti Ti T 


34) TR =1-2-6-13-4-9-10-7-1-5-8-12-3-1; 
I) ID) (1) Tom 


(D), () (I (I (I) (I) (1) (I) (I) ( ( 
U;; . T7 14, Tin; 7. T 108, T, 12115 T 336, T 1351, 5145 T 350, T 461, T 159, 


35) 0 =-1-2+6-5->-3-4-7>- 8-11-12-13+10- 9-4; 


(MD), U) I I I (I (1) (I) (I) (I) (VII) 
Us: : Tan, Tas, Tin, Tao Tive, Tora, Tiaer, Tism, Tiovı, Tizo, Tiois, 7. 

















Steck, Zur Theorie der reellen Inzidenzabbildungen. II. 


) 7 =1-2-6-8-13-10-7-5-12-1->3-4-9-1: 


(DD, Ü) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) I I (v1I 
U:s . 6543 T 394, Tisco, T120;, T 764, T 563, T 1564, T!: 3175 T 165, Tin. Tin. T z 


37) Tr=1>2-6-1-12-8-5>-3>-4-9-10-7-13 1: 


(D), m{D (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I I I I vi 
UN; ke Tits, Tiseı, Toız, Tas, Tier, Tara, Tirao, Tai, To, TO, Te. 


38) =-1->+2-6-4-7-12-13-1-8-10-9-3-5-1: 


a (I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I I vil 
U;; . Te, T 330, T 4», T 573, T 703, T 391, T 968, T!: 246, T 1034, gr T% n y ei 


39) To =1-2-6-12-10-7>4->-9-3-5-8-13-1-1: 


(I), n(D (I) I) T! (I) (I) (I) (I) (1) (I) (VII) 
U;s . 7093 T 1552, 12135 T 746, 17 T 028, T 19; >y T; 15, T 003, T 1:05, T, 3063 u . 


1) To =1->-2-6-13-3-5-8-12-4-7-10-9-1-1: 


D), pÜ) (D) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I I vıI) 
U; . T; 17, Tjs14, T1:s, T; 10, T 990, T 173, T5;1, T 10, T 1236, Tiin, Ti, T‘ . 


4) Ti =1-2-6-10-9-13-12-3-8->-4-7-1-5-1: 
un: ® es. Tisss, Tiio, Tirs, Tibe, Ta). Tas. Ti, u, Tin, To, 
2) Tea=1-2-6-3-10-9-4-7-12-8-5-1-13 +1: 


DD, (D (I) (I) (I) (I) (I) (I) I) (I) (I) (I (VII) 
U;: : T598, T 236, T 1241, T 056; T 344, T 545, T 1527, Tas. T;4=, T 434, T|: she; T . 


3) Ta =1-2-6-4-9-3-1-13-5-10-7-12-8-1: 


(I), (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (VII) 
U}; : Teis, T 375, T 038, T3;6, T 43, T 1636, T; 2), T:: 2043 T,,47, T|: 159 T ro, T . 


4) Ta =1>2-6-8-12-4-9-5-13-3-1-10-7-1; 
Ule : Dose, Tiss, Tiaor, Fire, Tiooo, Tara, Tilo, Ten, Ti, Tide, I, FD 
5) 79 =1-2-6-10-7-1-3-12-5>-4>-9-13 8-1: 
Ui; : Ton, Ti:o5, Tsso, Tine, Tiro, Tire, Ti, Tin, Tiis, Ti, Ts, 
16) To =1-2-6-1-4-7-10-9-13-8-5-3-12 +1; 


(dl), (U) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (I) (VII) 
Us . 6983 T 332, T 42, T, 215 T 1235, T 145, T 1663, T 10, T 464, Te, T 44, T . 


47) D =-1-2-6-3-13-8-5-11-10>-7>4-9-12 -1: 


(I), (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (VI) 
U;; : 1er, T 376, T 571, T 914, T;;2, T 406; T 1210, T eo, T 3-0, T 129, T 1415, T . 


8) Ta =1-2-6-5-11-10>-9-8-3-13-12-+4-7>-1: 


(1), (1 I I) I I (1) (!) (I) (I) (I) (I) (VII) 
U: Ts, Tis, Tiüe, Tin, Ti. Din. Tr. TR. Id. IE. TR, 


9) To =1-2-7-8-5-1-12-13-4-9-10-6-3-1; 


(I), n(Ü) (I) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (VII) 
U;s: . T 736, T 906, T;;5, T 422, T 553, T 1632, T 334, T 109, T 197, Ts, T, 1505 T . 


0) TO =1-2-7-13-10-9-4-6-5-1-12-8-3 1; 


DD, pi (I (I (I (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (VII) 
U; . =. Ti: Tin, Tin. T 32,, T 17, T;;0, T 423, T 1525, T 337, T];;, T . 


1) TIP =1-2-7>-3-4-9-10-6-8-12-1-5-13-1; 


(I), (I) (I) (1) (1) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (VII) 
U;,; Fr T}:2, T 377, T11;, T 199, T 57, Tos2, T 1565, T 1345, T;70, T 1593, T . 


2) 7W=1-2-7-12-8-10-9-1-13-3-5>4->6-1; 


I I I I) I (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (VII) 
us; € . Te, T!: R. Tau Fiss. T 124, T 410, T 1510, To, T 75, T;;;, T;o1, T . 


3) TP=1-2-7-10-9-3-5-13-1->4-6-8-12-1; 


I I (I (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (vII) 
- Tau Tiess, T 025, T so, T 573, T, 7125 T1329, T 322, To;5, To91, T,351, T . 


94) ’=1-2-7-5-10-6-4-9-13-12-11>-3-8-1; 


I I I I I) I (I) (I) (I) (I) (I) (VII) 
en Th. Ti: Ts T8. Fila T 1713, T 1561, T 1327, T 315, T 376, T . 


5 


55) EEEERETEEREEDEP LEBE BEER LZEZÖON 


I) I) I) (I I (1) (I) (I) (I) (I) (I) (VII) 
u": . : 1. Tin. Tas. Tis, This. T 370, T 405; T 1240, T]141, T;; 7215 T ir, T . 


6) TP =1-2-7-12-13>4->-6-11-8-5>-3-10-9-1; 


T;s 


I I I (I) I (I (I) (D) (D) (D (D) (I) (v11) 
Us: n Tio, Tsı7, Tier, T’o4, T|; 1392, T 505, T ;;2, T 345, T!: 2445 T 1014; T . 


8525 
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57) TP=1-2-7-1-3-10-6-12-5-8-13-4>9-1; 
US}: T52, iz, Tail, Tin, Tin, Ti, Tau, Toro, Tisio, Tao, Tioz, TV. 
8) TP =1-2-7-5-8-12-11-3-10-9-4-6-13-1; 
U: TE, Ts, Ti, The, Ts, TO, Tide, Tide, TE, TB, Tide, TOP. 
59) TP =1-2-7-13-3-1-12-8-10-6->-4-9-5-1; 
UN) : Ts, Tievo, To, Tirea, Tisao, To, Trio, Teos, Tara, Tioo, Ta, TO. 
60) TO =1-2-7-10-6-8-13-5-12-4-9-3-M-1; 
e: 78, Tiire, Tii2, Tioos, Tissı, Tilo, Tiro, Tiru, To, To, Tas, DT. 
61) V”=1->2-7>-8-4-6-10-9-3-11-12-13-5-1; 
11: Toon, Tor, T526, Tos2, Tizir, Tiox, T2sr, Tino, Tisro, Tom, Tin, TO. 
62) eo =1>2-7-+4>-9-13>-8-3-12-10-6-5-1 +1; 
UND: TE, TE, Tide, Tito, TR, TE, Tide, Tilo, TR, TE, Til, TOD. 
53) TE =1->-2-7-1-5-4>-9-12-3-13>-8-10-6-1; 
Ufs : Tsor, Tisse, Tiny, T360, Ti120, Tiso, Tess, Tiose, Tosn, Tine, To, To. 
64) TIP =1-2-7-3-13-12-1>5>4-6-10-9-8-1; 
Use: Tiis, Tasa, Tri, Tisss, Tio, Tann, Tise, Tepe, Tizı, Tioos, Tss, zen. 
65) 0 _-1->-2-8-9-10-13>-4-12-1-5-6-7-3-1; 
DET, Pille, Te, Tide, TE, The, Ti, TO, TE, Th, TB, TC. 
6) To =1-2-8-7-1-5>-6-9-4-13-10-12-3—-1; 
U: TE, TR, Tide, Tb, TE, Fiir, Til, Ti, Tide, Til, Ti, TOP. 
67) 0 =-1-2-8-3-4-13-10-12-7-6-5-1-9-1; 
Ui: Tess, Tin, Tieo, Tisor, Tierı, Tisoo, Tim, Tees, To, Ti, Tin, T. 
68) D-12810 12 7>-9-1-6-4-13-3-5—-1; 
UL: TE, Tide, Tüte, Tb, Tide, Tits, Ti, iR, Ti, TÜR, Tin, ID. 
9) TO =1-2-8-9- es 5>6>-7-10-12-4-13- 1-1; 
uw; Te, Ti033, Tied, Tips, Tops, Teer, Tier, Tine, Tann Timo, Tin, TO. 
70%) TO =1-2-8-7-4-12-10-13-3-5-6-9-1-1; 
Ti, TH, Till, Take, Tide, Tips, Tisa Tası, Ten, Tiros, Ta, To. 
1) Ti=1>-2-8-4-13-9-7-3-6-10-12-1-5 +1; 
UM): Teoo, ig, Tiseo, Tiose, Tran, Tios, Tevo, Tizno, Tiss, Tiass Ts, DT. 
72) EEE BE BEDET 7>-5-10-13-9-6-1; 
UN: TEL, Tin, Tide, Ten, Ts, Tiı, Te, Tide, Tier, Tioo, Ts, DT. 
73) 19-12. 8-11>-10-12>-4-13-9->6- Br 3>-7-1; 
UM: Ti, Tiüoı, Tips, Tide, id, iss, Tiopr, Tese, Tan, Ten Ts T 
74) TR =1-2-8-5-1-4-13- ” 3-9- A 12-1; 
un: To, Ta, Tisu, Tan, Tieu, Ta I: Tan, Ti, TI, T. Tin, I: Til: ge . 
75) Aging 8-3-9-6-5-1->4-12-10-13-7-1; 
uN: TE, TE, Tide, TO, TE, Tide, Tip, Tisu, Tiaı, Tieo, 7, T . 
716) TR =1-2- ge 6-5-3-10-13>-4-12- ee 
un: TE, Tide, Te, Te, Tin, Tide, Tioo, Tiies, Tao, Tisse, Tin, TO. 
7) 79 =1-2-8-6-9-4-12-5-7-1-3-10-13 +1; 
UM: Tih, Tler, Tidın, Tide, Flüge, Tide, Ts, Tiipo, Tero, Tia, To, T 
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3) 7% =1-2-8-5 Er 1; 
Uis : Toi6, Tiss, Tara, Tiere, Tii, Tepe, Tip, Ton, To, Ts, Tin, DO. 

79) To =1-2- : I 5>4>12-7>6-1; 
U?: Toes, Tizs, Tiooz, Tas, Tisor, Ti0s0, Tino, Tioe, Tisos, Tin, Te, DD. 

80) 19 _ 1>2->-8-6-7-10-13-5-9-3-1-4-12-1 
U:o : T923, Tea, Teoo, Ti2s, Tisss, Tao, Tiosı, Tesı, Tisıs, Tios, Tre, 

s) TOD =1-2-9-10-7-12-8-1-13-4-6-5-3-1; 
Us): Ti1os, Tizoo, Ts, Tiser, T97s, Tirar, Tioes, Tess, Too, Ts Ti D. 


I 
82) D =1>-2-9-4>6-8-12-5-13-10-7-1->3 +1; 
(I), (DD (D) (D (D (D) (D, (I) (I) (I) (I) (D (VII) 
U.. : Tios3, T 330, T 51, T 955, T 1437, T ; 76, T 1695, T >16, Ta34, T, 13135 T 157, T . 


3 T2=1-2-9-10-6-5-1-8-3-4-7-12-13 1; 
U: TE, Te, TE, TR, TE, TE, TO, TE, TE, TE, TO, 7 
4) 79 =1-2-9-3-5-10-7-13-1-12-8-4-6-1; 
Uss : Tiow, Tiss, Tai, Tizis, Tai, Tirio, Tin, Tısio, Tao, Ta, Tas, TO 
85) 2” —_-1-2-9-1-12-13-3-5-10+-6-4-7-+8 +1: 
85 : Tirzo, Tiibs, Tisze, Tisos, Tiso, 730, Tirsr, Tor, To, Two, Tas, TO. 
6 TO =1-2-9-1-10-7>4-6-8-13-3-5-12-1: 
Uss : Tirzs, Tisoı, Tizoo, Tepe, Tas, Too, Tioo2, Tioos, Ti, Tao, Tin, TO 
87) D=-1-2-9-13-12-10-6-3-8-5-1-4-7-1; 
U: TE TR, TE, Te, TE, TE, TE, TE, Te, TE, TB, TOD. 
3) TO =1-2-9-4-7-1-5-12-3-10-6-8-13 +1; 
US : Tip, Tiis, Te, Tisie, Tie, Tone, Tisr, Tiios, Tess, Tor, Tin, T 
89) DD -1-2-9-5-4-6-10-7-12-13-3-1-8-1; 
USs : Tiona, Tin, Tizı, Ton, Tier, Tas, Tits, Tion, 7335, Tino, Tas, TO 
0%) TO =1-2-9-5-8-13-3-1->4-7-10-6-12 +1; 
US: Tide, Ti, Tioor, Tilo, TR, Ti, TS, Ti, Ti, Ti, Ti TO. 
1) TP =1-2-9-3-1-4-6-13-5-8-12-10-7-+1; 
UN: Tioe Türe, Tisun Tin, Tin, Tise, Tin, Tier, Tism, Ti, In, DT. 
92) 79 =1-2-9-13-8-4-7->-3-12-1-5-10-6-1; 
To, Tielo, Tin, TE, TR, TE, Tiöhe, Tisto, TH, Tits, Ti, IT. 
9 TOP =1-2-9-8-10-6-4-7-1-3-13-12-5-1; 
ED: Te TE, Tine, TR, TR, TR, Ten, Tin, Tine Die, Te, 
4) TP=-1-2-9-12-4-7-10-6-5-3-13-8-1-1; 
Us: Tiise, Tiire, Tsd, Tip, Türe, Tid, Ti, ID, Tıoor, Ton, Timm, TU. 
5) TP=1-2-9-12-1-3-13>-8-4-6-10-7-5-1; 
uw; 1, TE Te TR, TE TR, TR, Ti, Tine, Die, Ta, TO. 
% TI =1-2-9-8-5-3-13-12-10-7-4->6-1M-1; 
un: TE, TE, TR, To, The, Ti, TER, Ti, Ti, Ti, TO. 
97) TO =1-2-1-7-9-4-5-12-6-8-13-10>-3-1; 
Un: Te, a I. Ta, IR, TR, TR, Fin, Fe, Tee, 7, U. 
89 TP -41-2-1-12-13-10-5-7>8-6-9-4>3-1; 


I I I I I (I) (I) (I) (ID) (1) (D) (I) (VII) 
un: Tiur, Tiia, Dir Til. T 03, T;37, T 927, To74, T 043, T 397, T 4, T . 
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9 TO =1-2-1-8-6-7-12-13-10>-3>+-4-5>9-1; 
6 : Tiser, Dos, Ilm, Ti, Tine, Fire, Tine, Din, Zi, DR, Te, FD, 
10) 75 =1>-2-1-9>10>-3-4->-5-8-12-7-6-13-1; 
Uloo: Tine; Tinte, Tits Zi, Türe, Tür, ER, Die, I, I Ta, 
10) Tıa=1-2-1-13-9-7->-12-8-4-5-10-3-+6-1; 
Uloı: Tiess, Tine, Finas, Tess, Tisan Din, a, DE, Fi Te, Te, 
102) Ta =1-2-1-12-8>4-3-7->-13>-9-6-10-5-1: 
Ua: Tisı, Tisas Ts, Tin, Te I, Tin, Fü En, Ti, FR, FD, 
13) Ta=1-2-1-9-13-12>-7>6-10+-5>4-3-8-1; 
Ulos: Tiss, Tits, Tiias, Tine, Ti, I, Tim, In, TON, In, 7, TOD. 
14) Tu=1-2-1-8-10-5>4-3->-9-7-12-13-6-1: 
Use: Tiase, Tiss, Tiise, Tan, Tas, Tan, Tioe, TE, Tino, Ti I, TO 
15) Tß=1-2-1-4-5-8-13-6-12-10-3-9-7-1: 
Uies: Tiser, Ts, Tor, Tios, Tisas, Tion, Tasaz, Tirse, Dia, Tine, Ta, Do, 
16) TU =1-2-1-4-3-9-6-13-7-10-5->8-12 1: 
Ulos: Tisse, Toou, Tar, Tine Til, Tiss, TR, Ti, TO, Te, Ti, TOD. 
07) TB =1-2-1-1B3-4-3-10+5-6-7-12->8->9-1: 
Ulor: Tisss, Tine, Ti, Ti, Tin, Tin, Ts, Teile, Tioa, Tan, Ta, Do, 
18) TU =1-2-1-6-8-12-7-9>-4>-3-10-5-13 +1: 
Ules: Tasse, Tees, Ti, Tanz, Tee, Tide; Tide, Tin, Tine, TE Te, TO 
19) Tin =1->2-1-7>6-10-3-12-9-13-8-4-5-1; 
Un: Tisre, Tisa, Teoı, Tirs, Tier, Tisto, Tiiss, Tioro, Tess, Tin, Ta, I, 
110) 7 =1->-2-1-6-4-5-10-3-13-12-7->-9-8-1: 
Uno: Tisas, Toon, Tiis, Ti, Tiisa, Tre, Ties, Tisos, Tios, Tim, IT. 
1m) Tm=1>-2-1-10-3-13-8-9-12-4-5-6-7-1: 
Un: Tiiis, Tiisı, Tea, Tier, Tin, Tits, Tito, Tees, Ti, Tan Te, DT. 
112) 79, -1-2-1-10=-5>6-9>8-7-4-3-B-+1M 1: 
Une: Tine, Tino, Tas, Ten, Trroe, Tao, Trip, Tess, Tax, Tiras, Tas, Tin. 
113) TI =1-2-12-9-4-13-10-8-5-1-7-6-3 +1; 
Ulrs: Tisso, Tioes, Tao, Tists, Tiaso, Tiis, Isa, Tisıs, Tin, Ts, Tin, DT. 
114) WM =1-2-12-6-5-1-7-9-10-13>-4-8-3 1; 
Uls: Tide, Ti, TEL, Tisn, TO, Tito, Tiags, Tiesı, Tasse, Tess, Ts, DD . 
115) TR =1-2-12-7-9-10>-8-1-6-5-3>4-13 +1; 
Us: Tisie, Tios, Tiior, Tips, Tine, Tiser, Tips, Tas, Tirs, Tan, Too, DT. 
16) TU =1-2-12-5-6-7-1->3-4-13-10-8-9-+1; 
Uns: Tide, Ti, Tin, Ti, Tinte Tier, Ti, Tispe Tim, Toro, Ti, DT. 
17) 7, =41-23-12-1-3-4-8-7- BE er; 
Ulir: Tisbo, ie en, Tin, Tilo, Tito, Tise, Tiss, Tiipe, Tip, Tisos, DT. 
118) Tin = 1 ee 7>-6>-4-13-11>-9-3-5-10-8-1; 
Uns: Tisu, En 602, Tip, Tin, Tips, Tioo, Tirr, Tas, Tier, Ts, TO. 
119) TR=1-2-12-4-13-3-5-9-1-10-8-6-7>-1; 
Ulin: Tilne, Tie, Tits, Ti, Tdı, Tiies, Tiüe, Tidso, Tine, Ts IT 
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190) TU =1-2-12+-5-4-8-10-13-9-7-1-3-6-1: 


(I) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (D) (dl) Ad . 
U1:o: T 4sı, T ;ss, T 354, T 350, T 120, T 6x4, T 081; T 40, T 3» 1, Tier. ya yD 


l.yE) 


121) m» 1>-2-12-10-8-5-3-6-11>-4-13-9-7-1: 


(1) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (ı I ' 
121: Tisıo, Tızzı, Tois, Tao, Tios, Tier, Tisss, Tisı, Tiess, Tios, Ta, ID 


12) Ti -1-2-12-10+13+9+6+3>7=4=8=+5-1Mo1: 


(I) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (I I I I ' 
Ui22 : Tı5:0, Tızsı, Tiere, Tore, T5s4, Troı, Ti5s, T3sı, T3ıs, Ti T\. 204; Br 


5563 


13) T& =1-2-12-3-9-7-1-5-10->-8-4-13-6-1: 


(I) (I) (I) (I) (I) (I) (D (I) I (a ' i 
Ujs;: T 1459, T>;1, T 1033, T 337, T 1353, T; 34, T 231, Ta, T, 17 Tion, Tees. Bm 


124) Tı=1-2-12-1-5-10-13-7>-3>-9-6-4->8-1: 


() , {DD (I) (I) (I) (I) (I) I (I I I I ? 
UN: T 1558, T1:45, T;37, T 12: 2) T 1650, T; 2, Ti, Tiors, is ge vn. Br 


3675 


15) 7% =1-2-12-3-10-13>-4>8-6-7-1-5-9-1: 
Uns: Tixa, Te, Tizos, Tio2o, Too, Tas, Tan, Ts, Tina, Tre 


5225 


1%) Ti =1>-2-12-9-3-1-7-6->-4-8-10-13-5-1: 


(I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (I (I (I I 'V 
Us: . T 1534, To; >05 T3;1, T 1376, T;75, T;15, T 357, Tess, Tisss, Tiew, Tis. ; en 


43095, 


127) T&=1-2-12-4->-8-6-9-5-7->10-13-3- 11-1: 


(I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I (I I vu 
Ur: T 465; T;;;, T 334, T ;ss, T 063, T; 00, T,16; T 257, Tiser, Ti. Tı es. T‘ 3 


128) T, = 1>2-12-6-10-8-4-13-3-1-7-9-5-1: 


(I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (I I vi 
Ujs;: . T 1492, T 594, T 1223, 8893, T ;oı, Tisı;, T3;3, T 1383, T 98, Tisss, gr T' Re 


19) TU =1-2-13->-10-8-6-7-5>9-4-12-1-3-1: 


(D) , U) (I) (I) (I) (X) (I) (1) (I) (I) (I I vı 
U): 29 » T 169; T 1232, T 331, T 2, T;e3, T;:;, T 1044, T 03, T 1556, T!: ke. T\ >. T' 2 


0) 7%8=1-23-3-4-2-+7-6+-1-9-10+8+5-3 +1: 


(I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I) (I (VII) 
Us: T 1sıs, T 15, T, 9, T zo, T; 00, 'T1396; T 119, T12;, T 913, T;; 583 7. T . 


131) Ta=1-2-13-10-12-1-5-7-3-4->8-6-9-1; 


(I) (I) (1) (I) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (1) (1) (VII) 
Uj;ı: T;; 005, T 1:70, T 1563, T\. 13475 T os, T744, T}; 05 T 365, T 932, T;:1, T101;, T . 


132) T% =1-2-13-1-7-9-3-5>-4-8-10-12-6-1; 


(D) (D) (I) (1) (I) (I) (1) (1) (I) (1) (I) (1) (vIl) 
Ujs2: T 706; T 1377, T,o1, T 1040, T 11, T 65, T 354, T sr, T1277, T 493, T;s;, T . 


13) Tu =1-2-13-1->4-12-10>-8-6-9-3-5-7-1; 


dl), U (1) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (I) (I) (I) (VI) 
Uls3 : Tı; 1075 T 1330, T 03, T 1551, T 1226, T 354, T 77, T 037, Tıs7, 4995, T7 31, T . 


134) Tiua=1-2-13>-3-5>-4-12->-9-11-7-6-10-8-1; 


(1) (D) (1) (1) (D (I) (D) (I) (I) (1) (D (1) (VII) 
Us: T 1soı, ur. T 75, T,ı ‚Ti53s, T|ı 1122, T 1382, T7;4, Tsı, T 1220, 379; T . 


135) 1 2>13-9-7>4->8-3-6-5-11-10-12-1; 


(D) (I) (ID) (l) (N (I) (D) (1) (D) (VII) 
uN). : Fön, T 09, T 754, Tate T 351, Tıs4, T 31, T 55, T 1410, T\. 2083 T 450, T . 


136) 19, =-12-13-9-6-10-12- 547-1484 


(I) (ID) (I) (I) (I) (D) MM (D (I) (D) (I) (D (VII) 
Ulss: T 687, T10ss, T 584, T, 12759 T457, T 02 ‚Tise, T1354, T, 4705 T 362, T, 8775 T . 


137) Tu, =1->2-13-6-4-8-10-12-11>3-9-7-5-1; 


I I I) I) I (I) (I) (D (N) (N (N (1) (VID 
U: Ti Tan, Tas, Tin, Tas, T1 55, T:!: 3153 T 325, T os, T;s7, Tu, T . 


138) TU, =1-2-13- wi 5>-3>-9-7>4-12-10-8-1-1; 


D (D) I) (1) (I) (I) (I) (I) (I) (1) (I) (VII) 
UN: TO, Tits, Dion, Te, Tioar, Tin, Taoı, Tisse, Tiew, Tor, Tısos, To - 


139) ee 9g>-6>-10>8-4-12-5-1; 


I (1) (I) I (D T® t» (D) (D) (VII) 
1: : Tiese ‚Ts; T 320, Ten, Tjors, T 68653 Tin, Ei 915 T 16, Tas, T 12, T . 


(I) (v1 
T 024, T ı . 
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10) T=1>2+-13-7+10+12+64+8+5+3-9-6- 1-1: 
110: Tiesı, Tsıs, Tians, Tiaes, Tsos, Tis, Tası, Tise, Tiose, Tv, Ta, TO, 
14) TA =1>-2-13-4>-8-5-1-6-3-10-12-7-9-1; 
ui: Tiea, N Titı, Tsas, Tisae, Teoo, Tite, Tizre, Tito, Ts, Tioıs, Pa 
142) en Bi 8-4-12-7-9- 3116-1; 
Ule2: Tiess, Ts, Tizıs, Tios, Tioo, Tipio, Ti0o, Tioer, Tios, Tides, Tilda Pa 
143) 2 =1-2-13-3-11->-10>-8-9-5-6-7-4-12-1:; 
Te, TE, Ts, Te, TE, Tr, TR, TO, TE, TE, TO, ID. | 
144) Ta =1>2-13-5-6-9- 311 10-12 41>8-7-1; 
Ulea: Tiger, Tide, Tees, Tioss, Tise, Tiaos, Tiser, Tlino, Tide, Ti, To, DT. 


41. Im Anschluß hieran beweisen wir jetzt den folgenden 


Satz 24. Jede fixpunktfreie Inzidenzabbildung T® (v„=1,2,3,...,1728) von 
$(13/2/4) ist auch fixgeradenfrei. 

Beweis. Da sich die Elemente einer jeden der zyklischen Gruppen U} 
(A=1,2,3,...,144) gleichberechtigt verhalten, so genügt es, den gengar Satz 


für die Elemente irgendeiner der Uf” zu beweisen. Wir wählen dazu etwa die U}, die 


als Elemente (von der Identität 7" abgesehen) die > (o = 9, 224, 1068, 614, 400, 
1436, 1656, 850, 1525, 958, 1169, 434) besitzt (s. Nr. 40 unter 9). Dann würde der Nach- 
weis in 12 analogen Schritten verlaufen; wir führen explizit nur einen einzigen aus und 
überlassen die übrigen dem Leser, wobei wir überdies auf Nr. 18 zurückverweisen können, 
da die dort explizit durchgeführten Beweisschritte den hier auszuführenden vollständig 
analog sind. 


Aus yo wählen wir die Inzidenzabbildung 2. die folgendermaßen definiert war 
(s. Nr. 40): 


Ta =1-4-8-3-13-5-6-12-2-11-10-9-7-1. 


Dann werden vermöge 7T/» die Geraden von S(13/2/4) folgendermaßen abgebildet 
(s. Tafel, Abb. 1): 





(1) = (1,2,4,10) —(4,11,8,9) = (8) 
(2) = (2,3,5,11) - (11, 13, 6, 10) = (10) 
(3) = (3,4,6,12) —(13,8,12,2) = (12) 
(4) = (4,5, 7,13) + (8,6,1,5) = (5) 
(5) = (1,5,6,8) -(4,6,12,3) = (3) 
(6) = (2,6,7,9) —(11,12,1,7) = (11) 
(7) = (3,7,8,10) —+(13,1,3,9) = (13) 
(8) = (4,8,9,11) +-(83,7,10) = (7) 
(9) = (5, 9, 10,12) — (6, 7,9, 2) —= (6) 
(10) = (6, 10, 11, 13) > (12, 9, 10,5) = (9) 
(11) = (1,7,11,12) —(4,1,10,2) = (1) 
(12) = (2,8, 12,13) — (11,3,2,5) = (2) 
(13) = (1,3, 9,13) —>(4,13,7,5) = (4), 





also: 


(1)> (8) > (7) > (13) > (4) > (5) > (8) > (12) > (2) > (10) > (9) > (6) > 11)> (1). 





var 


det 
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$ 7. Der einfixpunktige Inzidenzabbildungstyp T" in S(13/2/4). 


42. Als einziger Fixpunkt werde etwa der Punkt 1 von S(13/2/4) vorgeschrieben. 
Dann wird die einfixpunktige kollineare Beziehung der Ebene des Systems $(13/2/4) 
auf sich mit Hilfe eines endlichen Möbiusschen Bildnetzes {1, 7’, k’, l’} vorgenommen, in 
dem den Punkten 1,2,3,6 des Ausgangsnetzes der Reihe nach die Punkte 1, j’, k’, ! 
als Bildpunkte aus $(13/2/4) zugewiesen werden. Dabei sind überdies noch folgende 
Forderungen zu erfüllen: 


)j+23 "+3 17+6; 
DRS UGKFL FF, un sämtlich nicht kollinear; 
3) mi #4, m +95, m #9; 
4m #8, m; +11; 5) u #10, m #12; 6) m #7, mi +13. 


Dann behaupten wir den folgenden allgemeinen Existenzsatz: 


Satz 25. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) gibt 
es bei vorgeschriebenem Fixpunkt genau 210 untereinander und von der Identität ver- 
schiedene einfixpunktige Inzidenzabbildungen T!’ (v=1,2,3,..., 210), die explizit an- 
gebbar sınd. 


Beweis. Aus den obigen Forderungen 1)—6) folgert man wieder, durch systema- 
tisches Erfüllen derselben, leicht, daß als Bildvierecke {1, 7’, k’,!’} zu {1, 2, 3, 6} De 
die folgenden 210 Vierecke in $(13/24) eintreten können: 





1. {1, 3, 2,7} 25. {1, 4,7, 3} | 49. {1, 5, 12, 13} 
2. {1, 3, 2, 12} 26. {1, 4, 8, 7} 50. {1, 5, 13, 11} 
3. {1, 3, 4, 7} 27. {1, 4, 11, 13} 51. {1, 6, 2, 3} 
4. {1, 3, 4, 11} 28. {1, 4, 12, 9} 52. {1, 6, 2, 11} 
5. {1, 3, 5, 7} 29. {1, 5,2, 7} 53. {1, 6, 2, 12} 
6. {1, 3, 5, 12} | 30. {1, 5, 2, 12} 54. {1, 6, 4,7} 
7. {1, 3, 6, 2} 31. {1,5, 4, 9} 55. {1, 6, 4, 11} 
8. {1, 3, 6, 7} | 32. {1, 5, 4, 11} 56. {1, 6, 4, 13} 
9. {1, 3, 6, 11} 33. {1, 5, 4, 12} 57. {1, 6, 7, 3} 
10. {1, 3, 7, 2} 34. {1, 5, 7, 2} 58. {1, 6,7, 4} 
11. {1, 3,7, 4} 35. {1, 5, 7,3} 59. {1, 6, 7, 10} 
12. {1, 3, 7,5} 36. {1, 5, 7, 9} 60. {1, 6, 7, 13} 
13. {1, 3, 8, 4} 37. {1, 5, 7, 10} 61. {1, 6, 9, 11} 
14. {1, 3, 8, 11} 38. {1,5, 9,7} 62. {1, 6, 10, 7} 
15. {1, 3, 8, 12} 39. {1, 5, 10, 3} 63. {1, 6, 10, 12} 
16. {1, 3, 10, 11} 40. {1, 5, 10, 7} 64. {1, 6, 11, 2} 
17. {1, 3, 10, 12} 44. {1, 5, 10, 11} 65. {1, 6, 11, 3} 
18. {1, 3, 11, 4} 42. {1, 5, 11, 4} 66. {1, 6, 11,4} 
19. {1, 3, 11, 10} 43. {1, 5, 11, 9} 67. {1, 6, 11, 9} 
20. {1, 3,12, 2} 44. {1, 5, 11, 10} 68. {1, 6, 12, 2} 
21. {1, 3, 12, 8} 45. {1, 5, 11, 13} 69. {1, 6, 12, 9} 
22. {1, 3, 12, 10} 46. {1, 5, 12, 2} | 70. {1, 6, 12, 10} 
23. {1, 4, 5, 12} 17. {4,5,12, 3) 71. {1, 6, 12, 13} 
24. {1, 4, 6, 11} 48. {1, 5, 12, 4} 72. {1, 6, 13, 12} 
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145. {1, 11,2, 9} 
146. {1, 11, 2, 13} 
147. {1, 11, 4, 3} 
148. {1, 11, 4, 5} 
149. {1, 11, 4, 13} 
150. f1, 14, 5, 4} 
151. {1, 11, 5, 9} 
152. {1, 11, 5, 10) 
153. {1, 14, 5, 13} 
154. {1, 11, 6, 2} 
155. {1, 11, 6, 3} 
156. {1, 11, 6,4) 
157. {1, 11, 6, 9} 
158. {1, 11, 8, 2} 
159. {1, 11,8, 3} 
160. {1, 11, 8, 10) 
161. {1, 11, 8, 13} 
162. {1, 11, 9, 10} 
163. {1, 11, 10, 3} 
164. {1, 11, 10, 8} 
165. {1, 11, 10, 9 
166. {1, 11, 13, 2} 
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97. {1, 8,2, 11} 
98. {1, 8, 4,7} 
99. {1, 8, 4, 12} 
100. {1, 8, 7, 2} 
101. {1, 8,7, 4) 
102. {1, 8,7, 9} 
103. {1, 8, 7, 13} 
104. {1, 8,5, 12} 
105. f1, 8, 10, 11} 
106. {1, 8, 10, 12} 
107. {1, 8, 10, 13} 
108. £1, 8, 11,2} 
109. {1, 8, 11, 3} 
110. {1, 8, 11, 10} 
111. {1, 8, 11, 13} 
112. {1, 8,12, 3} 
113. {1, 8,12, 4} 
114. {1, 8, 12, 9} 
115. {1, 8, 12, 10} 
116. {1, 8, 13, 7} 
117. {1, 9, 2, 11} 
118. {1, 9, 2, 12} 
119. {1, 9, 4,7} 
120. {1, 9, 4, 12} 


167. {1, 12, 2, 3} 
168. {1, 12, 2, 5} 
169. {1, 12, 2, 9} 
170. {1, 12, 4, 8} 
171. {1,12, 4, 9} 
172. {1, 12, 4, 13} 
173. {1, 12, 5, 2} 
174. {1, 12, 5, 3} 
175. {1, 12, 5, 4} 
176. {1, 12, 5, 13} 
177. {1, 12, 6, 2} 
178. {1, 12, 6, 9} 
179. {1, 12, 6, 10} 
180. {1, 12, 6, 13} 
181. {1, 12, 8, 3} 
182. {1, 12, 8, 4} 
183. 1, 12, 8, 9} 
184. {1, 12, 8, 10} 
185. {1, 12, 9, 2} 
186. {1, 12, 10, 3} 
187. {1, 12, 10, 13} 
188. {1, 12, 13, 4} 














137. 
138. { 
139. r 


1) 
‚7} 
9} 
‚12} 
11,3) 
2,13} 


143. {1, 
144. {1, 


u u ENTENZTEN 
SOSOoO009- 
00 SI Dr 


189. {1, 13, 2,7} 
190. {1, 13, 2, 11} 

191. {1, 13, 4, 11} 
192. {1, 13, 4, 12} 
193. {1, 13, 5, 2} 

194. {1, 13, 5, 11} 
195. {1, 13, 5, 12} 
196. {1, 13, 6, 7) 

197. {1, 13, 6, 12} 
198. {1, 13, 7, 2} 

199. {1, 13, 7, 10} 
200. {1, 13, 8, 7} 

201. {1, 13, 8, 10} 
202. {1, 13, 8, 11} 
203. {1, 13, 10, 7} 

204. {1, 13, 10, 12} 
205. {1, 13, 11, 2) 
206. {1, 13, 11,4} 
207. {1, 13, 11, 8} 
208. {1, 13, 12, 4} 
209. {1, 13, 12, 5} 
210. {1, 13, 12, 10} 
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Die entsprechenden (mit gleichem Index wie diese Nummern versehenen), hierdurch 


erzeugten einfixpunktigen Inzidenzabbildungen 7” (v=1,2,3,...,210) lassen sich 
dann, wie sich zeigen wird, gruppentheoretisch nach den Ordnungen 8, 4,3 ihrer zyklischen 
Gruppen ordnen. Durch Betrachtung dieser zyklischen Gruppen, insbesondere derjenigen 


der Ordnungen 8 und 3, kann man wieder die Gesamtheit der 7” aus einigen wenigen 
ihrer Einzelvertreter systematisch gewinnen. Dies werde jetzt, wegen seiner Wichtigkeit 
für geometrisch-axiomatische Untersuchungen, explizit und im einzelnen gezeigt. 


A) Die zyklischen Gruppen der Ordnung 8. 
1) T£” erzeugt die folgende zyklische Gruppe U!”: 


e. ‚PARRDR 35, PIRREN, GIRO, DPIRING 5 DAR, 577 GRERENE \. "BIRMA, ZRERFOG  \PEHEUR.; DER: DEREN 5, DIESE 


= 11, 252 1 Al 3 0 + 7 9 — BB —13 —7 
eh dh 5 27 5 BB — 0 — 269 


nr - = 1. 2. u 727,9 BI HH, 


Pr = 11,23 5 — 1 —2, 49 6 12 10 13 8 7 — 
1PY= 11,25 —2 3 13, 4 —8 10 6 4,7 13 —12 —I —7 
EB 9 — 0-7 6 — 
ee ee ‚13-13 = rt”. 


2) TI” erzeugt UX”: 


ee 1.237 U BB — 5 — BD — 2 ee 4, 


— 211210233 4565712788 99 AM. 
eier 2 0 35 7 2. I 

4 2 2 I + 7 2. 
er RB + BB -— 7 8-19 


Id) — 





3) T5 erzeugt US: 

= 11,2 3 6 „11 —4A4A—13—83—7—25—12-—10—9—5, 

1, 2—6—4—8—2,3—1—13 —7—3,5 — 10 —5, 9 —12 —9 

—= 11,2 11 —8 —3—4—7—6—13 —2,5—9—10 —12 —5 — 

= 11,2 —4—2,3—13 —3,5—5,6 —8—6,7 — 11 —7,9— 9,1010, 12<—12, 

—= 11,2 —13 —6 7 —4—3—8—11—235—12—10—9—5 — 

= 11,2 8 —4 —6 —2,3—7—13 — 11 —3,5 — 10 —5,9— 12 —9 — 

= 11,27 —8 —13 —4 —11—6 —3—2,5—9—10 —12 —5 = 

Die folgende abgekürzte Schreibweise ist wieder wie die unter Nr. 40 zu verstehen. 

Außerdem lassen wir 7" und die in jeder U“ auftretende Abbildung, die nicht vom 

Typ T“” ist, weg. 

4) To =1-1,2 —3 —7 —5 — 10 — 13 > 12 —6 —2, 4 —9 11 —8 —4; 
7, 7, TE, TER, TED 

5) Tr = 11,23 7 6 —ı 13 1 —8 2,5 —10 9 —12 5; 
11: 155, T55 , 7303, Tıso, Ts 


23* 
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6) ir = 11,23 8 12 —L—9 —5—7—26—11—10 13 —6; 


vd. 7m 7m Tu Tim zu 
: Tin, Tır, Ti, 19, Ts. 


7) 15 =1-1,2 3 —8 — 1 —10 9 6 12 —2, 413 —5—7 —: 
Ul; : Tios, Tıss, Ti2s, 10, Tıo - 

8) Ta = 11,2 3 11 5 2, 49 2 —8 —10 13 —7 —6 —: 
ui: TE, TE, TE, TE, TE. 

9), TH = 11,2 3 —12 8 — 10 9 1 62 43 —7 5 —: 
ui, TE, TER, Ti, 

10) IE = 11,2 3 2 5 9 7 8 2 610 13 — MM —6: 
u®. : Ta u) Ti 1%, ca 

1) I = 11, 2 579-0 1 BB 2 3 6 — 3: 
u: TE, TER, TE, Ti, TW. 

12) I = 1-1 25 + BB + 3 — 72 8-9 — 11: 
un. : Ta Ti) Ti IT, ru 

3) I = 11 2 5 1 6 — 9 2 — 2,3 —7 — 10 — 8 —3: 
Uss : Tao, Ti, T60 , Ti, Tr. 

14) 1 u el, 25 + + 92 230 87 — 3: 
ui: TE, TER, TE, Tin, TR. 

5) ir = 11,25 —3 —1—2,4—8—13 —7—10 6 —9 12 4; 
u: ı Tr Ti m er 

16) I a 1 2 5 1372 32H 6 — 3: 
ui: TE, Tin, TER, Tin, 70. 

Im) In 1 259 7 3 — 2 0 — 65; 


(II) , (II) zD II) E- gıD 
U; . T}ı7, T a 5; sr Tıs4 . 


18) In 11 2 6 — 79-2 EEE ERBEN 
u». Ti TwV T En er Ti) 

19) I a 1 1, 2 6 — 3 — 7 8 BB 1 — 25-9 2 +0 —5; 
us: 189, TE, TR, Tin, Tin. 

20) Tin = 11,2 6 —3 — 1 —10 8 — 9 12 2, 4 5 13 —7 —b; 
Us; : Tis, Too, Tır, Tim, Tır 

21) ER FT 3 — 1 —10—5 —13 12 —h —8 —3:; 
PT, TE, TE, TE, TE. 

22) TV — ER EEE 
Ui: TE, TE, TER, TED, TER. 

23) Pi RT ze 3 a — 11 —5 —13 —10 12 —8 —3; 
DT, TE, TE, TE, TE. 

24) TV = En 35073; 
U: TE, TE, Tin, Tin, Ti. 

35) Ze = 11232 8 — 3 — BB —2 3 —7 ——6 9 1110 53; 


u”. II) II) II) iD T(D 
Ujo: Tisı ’ Tin x Ti ’ T503 N) Tı; 
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), Hau 112-9 5 1 612 2 3 —8—7 03: 
Uls: T3a, Ties, Tios, Ts, Tier. 

27) Tin = 11,212 —8 —13 2,3 —ı —1—6—9 10 —7 5 —3: 
Ui: Tiio, Tıss, Tısc, Tior, Ti - 


B) Die zyklischen Gruppen der Ordnung 4. 


’ 


Man erkennt unmittelbar, daß die zyklischen Gruppen VW“ der Ordnung 4 Unter- 
gruppen der Gruppen U“ unter A) sind. 


1) Ti erzeugt die zyklische Gruppe VI": 


TI" = 11,2 3 —2,4—9 —10 13 4,5 —11 5,6 —7 —8—12 6, 

(TP) = 11,2 2,33, 4—10 —4, 55,6 —8 —6,7—12—7,9 13 9, 1111, 
ne) = 11,23 —2,4—13 10 9 —4,5 —11 5,6 —12 8 —7 —6 TI, ", 
a ENTE ehe rerenee u 


Mithin ist Yj' eine Untergruppe von UWy. 


2) T3 erzeugt die zyklische Gruppe P!”: 
11 3 5,6 —7—83— 116,9 — 10 —9, 





a nn 
TI = 1A Ze Eee en Be Euer er u - rd 
a ee re De ee ee 5 


Mithin ist Y$" eine Untergruppe von U. Usw. 
Man gewinnt daher auf diese Weise die noch fehlenden einfixpunktigen Inzidenzabbil- 


(11) 


dungen T nicht, so daß wir jetzt, ohne uns um diese Gruppen der Ordnung 4 weiter 


zu kümmern, zur Auffindung der noch fehlenden 7“ schreiten. Die hier obwaltenden 
gruppentheoretischen Zusammenhänge tragen wir in einer folgenden Arbeit nach. 
C) Die zyklischen Gruppen der Ordnung 3. 
1) T}' erzeugt die zyklische Gruppe Uf”: 
"jdn COWOG 1, ERDE, TERN, TAERNG, je: SOMBN. DEN SMEENG O0, ZARUGE | DERORE 5, DAUNG, Dr MEERE 7; WEINE 1. GOES 
© raus 00% DOES 7, TIERE TUNDS, TED, 30, GEHEN, TIERE DORERRE ©, DREONE 5 TEREINE © DABEUN, Du TER 7 DEREN T WREROE WEE . 
a a ee a en nee — rt" 


2) Ti2 erzeugt die zyklische Gruppe Ui»: 
re ei EB I I, 
| 1m): ME Peg ji, ZEIG, ZU, DERRB,, I WARE |, JAHRG, „. TAARNE: (0 PREIE DAHEIM. CM TON ©, DEREN € GROSS: WEGE... 
Ta) u y ad 


EEE EEE FE EEE EU ER R DB SID EEE ES EEK RI EEE ED TEE EU EG UT TA SG A EG TE I TR FI ER 


T(1D 


3) Tı3 erzeugt die zyklische Gruppe Ui, : 
Ts =1-1,2—3—8—2,4—9 6 —4,5—10 13 5,712 —11 —7, 
»7 


BET EI U — 7 — U UT u FR, 
a DE 1 Ball 2 il > nn de een a, 
ER m 23 +3 22 BU 5 — 5,7 0 I — 7: 


u. : (TD)? (1 A (I) 
5) D-11240 3 5736-129 68-18: 
Un':(T) = (Ts) = Tin. 











24) T. 
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Ah erde TA 7: 
un: (Ti) = (Ti) = Ti. 
15 = 1-1, 32 0 3-7 5 BI: 


Us :(T3) = (73) = Tin. 

ei ui ae ri — 6: 
us». : (TE) — en (TE) = ua rd 

I ee re ar Sen ee 
um. (TIP) — Zu (TU) — rn 

TI =1-1,2 —4—10 2, 7, 
Us':(T3') = (T3)) = Tin. 

In ae 2 ee 1; 
Un :(Tı) = (Ta) = Ta. 


15 = 1-1, 3-5. 3 DB A +7 0 — 8: 
Us: (Ts) = (Ts) = Tiw. 

> 5 DPEENE ji PRBDE SENDE DERVE, 10, DERON | TAERE DAEENG, IE WERDE DEREN .. DEREN O5, ZUBE | GESEDNG 5 BEBEG, 2 
ui». (I) —- (T)) = > 


ehrt BR — 8: 


um. (TO) = r. (TI) — u En 
I a 2 ee a a nee. 
uD. (TIP) — Ban (Ty" En 
I = 11 3 LI 9B —2, "BRER YORE. WERE ı + —R-— 
Un : (Tai) = (Tr) = Ti. 
ai 3 — 3 —9 —3 4 —8 —7 —45 — 1 —10 —5; 
u. 


TD = 11232 —7—13 —2 3 —10 1 —3 4 — 12 —9 —5 —8 —6 —5; 
Un: (Ti) = (Ti) = Tao. 
ID = 1.1.37 I 5 +1 — 6; 


.:(7%4) = (Tu) = Tin. (1) 

En 2er 7 RB U — 7: 
Ui: (Tier) = (Ti) = Tıa. 

ID = 11, 2 2,3 Bd — u 2 70 —65 
1: (Ts) = (Tin) = Tie. 

ID 1 2 + A IB 1 — 10; 
U: (Ti) = (Tıs) = Tıw. 

ID = 112 —9 12 —2 3 — 1 ——3,5 —8 —6 —5,7 —10 —13 —T; 
Ui: (Ti) = (Tin) = Tioo. 

TD = 1123 1 —3 —2 3 —10 —12 3, 4—7 9 5 6 8 —5; 
Une : (Tin) = (Tin) = Tim. 


43. Zur Vollständigkeit der Kenntnis der einfixpunktigen Inzidenzabbildungen T;'” 


in $S(13/2/4) beweisen wir jetzt den folgenden, für die Axriomatik der ebenen (reellen und 
komplexen) projektiven Geometrie grundlegenden Satz, der wieder deutlich den Unter- 
schied zwischen endlicher und gewöhnlicher projektiver Geometrie erkennen läßt: 





=] 


=] 


N 
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Satz 26. Jede einfixpunktige Inzidenzabbildung T!” (v—=14,2,3,...,210) der end- 
lichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) besitzt auch genau eine Fi«- 


gerade. Nach ihrem gruppentheoretischen Charakter aber zerfallen die T/ von S(13/2/4) 


in genau zwei verschiedene Untertypen T,” und T.!”, je nachdem die Fixgerade den 
Fixpunkt enthält oder nicht enthält. Es gilt dabei: 

a) Jede T”, die einer zyklischen Gruppe der Ordnung 3 als Element angehört, ist 
eine a. 

b) jede T}!”, die einer zyklischen Gruppe der Ordnung 8 oder 4 als Element angehört, 
ist eine TU”. 

Beweis. Es genügt, den Beweis für die Elemente einer der Gruppen der Ordnungen 3, 
bzw. 8 und 4 durchzuführen, da sich die Elemente einer jeden Gruppe gleichberechtigt 
verhalten (s. unter C), A) und B) des Beweisgangs von Satz 25). 

a) Als zyklische Gruppe der Ordnung 3 wählen wir die Gruppe U‘ mit den 
Elementen T!”, T{. 


1) Vermöge T!'” gehen die Geraden von $(13/2/4) folgendermaßen ineinander über 
(s. Tafel, Abb. 1): 


(2) nn (2, 3, 5, 11) 2. a ) 6, 4, 12) — (3) 
(3) un (3, 4, 6, 12) a (6, 9, 2, 7) e- (6) 
(4) = (4,5, 7,13) —(9,4,11,8) = (8) 
(5) = (1, d, 6, 8) —(1,8, 2, 10) u: (1) 
(6) 2. (2, 6, 7, 9) en (3, 2, 11,5) . (2) 
(7) = (3,7,8,10) — (6, 11, 10, 13) = (10) 
(8) = (4,8,9,11) —(9,10,5,12) = (9) 
(10) = (6, 10, 11, 13) — (2, 13, 12,8) = (12) 
(11) = (1,7, 11,12) > (1,11,12,7) = (11) 
(12) = (2,8, 12,13) — (3,10,7,8) = (7) 
(13) u; (1, 3. 9, 13) Bas; (1, 6, 5, 8) —= 60), 


also: 


(1)—(13)—(5)—(1),(2) (3) — (6) — (2), (4) — (8) — (9) — (8), (7) — (10) — (12) — (7), (11,11). 


Da die Fixgerade (11) den Fixpunkt 1 enthält, so gilt: 7! = T!". 
2) Wegen T{\ = (T}"')" muß dieselbe Fixgerade (nämlich (11)), wie bei Te 


scheinen, so daß wieder gilt: Ti _ ri (s. auch Satz 1, Nr. 6). 

b) Als zyklische Gruppe der Ordnung 8 wählen wir die Gruppe U! mit den Ele- 
menten ra rd Tie. en ıE Ti. Da jede dieser Abbildungen, wie man aus ihrer 
Definition unmittelbar erkennt, die Gerade (2) von $(13/2/4) fest läßt — und nur diese — 
und diese Fixgerade den Fixpunkt 1 nicht enthält, so genügt es, die Beweisführung für 
eine derselben durchzuführen. Wir wählen etwa T{”. 


Vermöge T!'” gehen die Geraden von $(13/2/4) wie folgt ineinander über: 


1-2, s 10) —(1,3,13,9) = (13) 
(3) = (3.4, - 12) —(5,13,7,4) = (4) 
(4) = (4,5,7,13) — (13, 11, 10,6) = (10) 
(5) = (1,5,6,8) —(1,11,7,12) = (11) 








(1) - 
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nn a En — (5,10,12,9) = (9) 
= (4,8, 9 9.11) — (13,12,8,2) = (12) 
man ve 13) —(7,9,2,6) = (6) 
(11) = (1,7,11,12) —(1.10,2,4) = () 
(12) = (2,8,12,13) —(3,12,4,6) = () 
(13) = (1,3, 9, 13) —(1,5,86) = 6), 


also: 


-(13) 65) > (11) > (1), 2) (2), (3) — (4) — (10) — (6) — (7) — (9) — (8) — 12) — (3), 


Da die Fixgerade (2) den Fixpunkt 1 nicht enthält, gilt: TI») _ TI, 

Was schließlich die Abbildungen 7%” anlangt, die einer Gruppe V{" der Ordnung 4 
angehören, so folgt, daß diese 7) wieder 7, sind, daraus, daß V{"” eine Untergruppe 
einer der Gruppen U, der Ordnung 8 ist. 


Die charakteristische Inzidenzkonstellation der Fixelemente des Untertyps T}" 
(v, = 7,51; 12, 74; 13, 96; 21, 168; 23, 141; 24, 143; 25, 140; 26, 144; 27, 142; 28, 139; 
31, 201; 38, 188; 39, 124; 50, 90; 56, 193; 61, 166; 72, 185; 91, 207; 94, 104; 107, 121; 
116, 162; 128, 148; 135, 170; 164, 209) ist also die der Abb. 3; die entsprechende kenn- 
zeichnende Inzidenzkonstellation des Untertyps T}.'" (v, = 5, 44, 145, 6, 42, 146; 8, 59, 
93, 195, 46, 167; 9, 66, 149, 200, 100,73; 10, 79, 40, 210, 180, 53; 11, 85, 55, 205, 159, 95; 
14, 115, 172, 123, 37, 75; 15, 108, 163, 125, 70, 169; 18, 151, 30, 19, 153, 29; 20, 181, 106, 
136, 157, 52; 22, 176, 32, 129, 89, 97; 33, 82, 138, 99, 155, 208; 35, 189, 173, 71, 17, 84; 
36, 204, 158, 60, 133, 182; 41, 183, 198, 63, 161, 127; 43, 2, 150, 45, 1, 152; 47, 120, 156, 
112, 192, 83; 49, 117, 81, 103, 4, 184; 54, 80, 137, 62, 88, 134; 57, 3, 87, 111, 190, 154; 
65, 16, 160, 114, 118, 177; 67, 132, 78, 69, 119, 86; 76, 113, 126, 147, 48, 197; 77, 64, 122, 
92, 68, 130; 98, 174, 206, 105, 178, 199; 102, 191, 179, 109, 203, 175; 131, 34, 165, 202, 
58, 187; 171, 110, 196, 186, 101, 194) ist die der Abb. 4. 





Abb. 3. Abb. 4. 


Für den Untertyp T{"” gilt in sinngemäßer Erweiterung auf $(13/2/4) das bereits 
unter Nr. 21 Gesagte, woraus wieder die geometrisch-axiomatische Tragweite der eben 
durchgeführten Untersuchungen erhellt. 


$8. Der zweificpunktige Inzidenzabbildungstyp T"" in S(13/2/4). 

44. Als die zwei verschiedenen Fixpunkte mögen etwa die Punkte 1 und 2 von 
$(13/2/4) vorgeschrieben werden. Dann wird die zweifixpunktige kollineare Beziehung 
der Ebene des Systems $(13/2/4) auf sich mit Hilfe eines endlichen Möbiusschen Bild- 
netzes {1, 2, Ak’, ’} vorgenommen, in dem den Punkten 1, 2, 3, 6 des Ausgangsnetzes der 
Reihe nach die Punkte 1, 2, k’, l’ als Bildpunkte aus $(13/2/4) zugewiesen werden. Dabei 
sind überdies noch folgende Forderungen zu erfüllen: 











— (3) 
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1) +37 6; 
2) {1,2,%’}, {2, A’, 2’), {A’, 7,1}, (0,4, 2} sämtlich nicht kollinear; 
3) m #4,m #5,m; #9; 
4) mi #8;m; #11; 5) m; + 10, m; + 12; 
6) mi; #7, mi, # 13. 
Dann behaupten wir den folgenden allgemeinen Existenzsatz: 


Satz 27. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) gibt 
es bei vorgeschriebenen Fixpunkten genau 12 untereinander und von der Identität ver- 
schiedene zweifixpunktige Inzidenzabbildungen TI’ (v=14,2,3,...,12), die explizit an- 
gebbar sind. 

Beweis. Durch systematisches Erfüllen der obigen Forderungen 1)—6) erkennt 
man wieder, daß als Bildvierecke {1,2,%k’,!’} zu {1,2,3,6} genau die folgenden zwölf 
Vierecke in $(13/2/4) eintreten können: 

1. {1,2,5,12} | 4. {1,2,7,3} 7. {1,2,8, 7} 10. {1, 2, 12, 5} 

2. {1, 2,6, 11} | 5. {1,2,7,8 | 8 4{1,2,9,123 | 11. f1,2,12, 9} 

3. {1,2,6,13} | 6. {1,2,8,3} 9. {1,2,11,13} | 12. {1,2,13, 11}. 

Die entsprechenden (mit gleichem Index wie diese Nummern versehenen), hierdurch er- 
zeugten zweifixpunktigen Inzidenzabbildungen T}"" (v»=1,2,3,...,12) ergeben sich 
dann wieder am einfachsten und systematisch durch Betrachtung ihrer zyklischen Gruppen 
der Ordnung 6. Dies möge jetzt nachgewiesen werden. 

(I), 

2; 


1) Ti erzeugt die folgende zyklische Gruppe U 
TI = 11,223, 3—5 —1—34—10 —46—12 —9 8 —7—13 —6, 
-9—7—6,8—13 —12 —8, 10-10, 
12 —7,9—13 —9, 1111, 

















2) T}” erzeugt die zyklische Gruppe US: 
19 u 11, 2:2 3-6 9 5 -— 7 — 3 0 8 — 238, 
(ID) _ 4.1, 22,3 11 5 —3, 44,6 —9 —7 —6,8 —13 —12 —8, 10-10, 
(ID 411,22, 3 —9 —3,4—10 —4,5—6 —5,7—11—7,8-—8, 12-12, 13-13, 
(ID 4.1 223 —5 11 —3 44,6 —7 —9 —6,8—12 —13 —8, 10-10, 
IT al 22 37 59 6 3 10 — 8 — 3 —12 8 — TI) 
(Ty — Ä 
3) 73 =1+1,2 2,3 6 —13 5 —9 8 — 3,4 — 10 —4,7 —12 117, 
vi. rum cin rd ie 2 rg 
4) TED _41.-1,2- 2,3 —7 —13 1 —9 — 12 —3,4 —10 4,5 —6—8 
vd, rum) Fe rund ie aaa 
5) TED 41.1.2233 —8 —11-—13 5 —12 —3,4—10 A667 —9I —6, 


pe 
>), 





vd. (17 y ee rd I vun u. 

6) TI _ 1.1 22,3 —9 —13 3,4 —10 4,5 —7 8 —1—6—12 5, 
ud. ey un (1) Bine car) 

45. An diese Beweisführung anschließend haben wir jetzt den folgenden Satz nach- 


zuweisen: 
Journal für Mathematik. Bd. 179, Heft 3, 24 
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Satz 28. Jede zweifixpunktige Inzidenzabbildung T}"(v—=1,2,3,...,12) der end- 
lichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) besitzt auch genau zwei Fix- 


geraden. 

Beweis. Es genügt wieder, den Nachweis dieses Satzes für die Elemente einer der 
Gruppen U“ durchzuführen. Als Gruppe wählen wir die U} mit den Elementen 77 
und TU, 


Dann gehen vermöge T!'" die Geraden von $(13/2/4) folgendermaßen ineinander 
über: 


(1) = (1,2,4,10) +—>(1,2,10,4) = (li) 
(2) = (2,3,5,11) +— (2,5, 11,3) (2) 
(3) = (3,4,6,12) —(5,10,12,9) = (9) 
(4) = (4,5, 7,13) — (10, 11, 13, 6) = (10) 
(5) = (1,5,6,8) —(1,11,12,7) = (11) 
(6) = (2,6,7,9) ->(2,12,13,8) = (12) 


(7) = (3,7,8,10) —(5,13,7,4) = (4) 
(8) = (4,8,9,11) —(10,7,83) = (7) 
(9) = (5, 9, 10,12) — (11,8,4,9) = (8) 
(10) = (6, 10, 11,13) — (12,4,3,6) = (3) 
(11) = (1,7,11,12) — (1,13,3,9) = (13) 
(12) = (2,8,12,13) —(2,7,9,6) = (6) 


(13) = (1,3,9,13) — (1,5, 8,6) = (9), 


(1)—>(1), 2,2), (3) (9) —(8) —(7)— (2) — (10) 8), (5) — (11) (13) — 5), (6)— (12) —Ö). 


Da TI" — (Ti) ist, so besitzt es dieselben Fixgeraden (1) und (2), wie 7. 

Die charakteristische Inzidenzkonstellation der Fixelemente des zweifixpunktigen 
Inzidenzabbildungstyps 7!" ist also die der Abb. 5. — Dieser Inzidenzabbildungstyp 
T"'’ hat im Baldusschen ebenen Kollineationstyp (IV) sein Analogon. 





Abb. 5. 


$9. Der n-fixpunktige kollineare Inzidenzabbildungstyp T'Y in S(13/2/4). 

46. Da S(13/2/4) in S(n®—n + 1/2/n) für n=4 eintritt, haben wir hier vom 
vierfixpunktigen kollinearen Inzidenzabbildungstyp T““’ zu sprechen. Als die vier ver- 
schiedenen, kollinearen Fixpunkte mögen etwa die Punkte 1,2,4,10, die kollinear 
auf (1) liegen, vorgeschrieben werden. Dann wird die vierfixpunktige kollineare Be- 
ziehung der Ebene des Systems $(13/2/4) auf sich mit Hilfe eines endlichen Möbius- 
schen Bildnetzes {1, 2, k’, !’} vorgenommen, in dem den Punkten 1, 2, 3, 6 des Ausgangs- 
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netzes der Reihe nach die Punkte 1,2,%’,!’ als Bildpunkte aus S(13/2/4) zugewiesen 
werden. Dabei muß des weiteren noch den folgenden Forderungen Genüge geleistet 
werden: 

I)" +3, 7+6; 

2) {1,2,A’}, {2, A’, 1}, {A’,V,A}, {0/, 4,2} sämtlich nicht kollinear; 

3) Da 4 jetzt noch als Fixpunkt vorgeschrieben ist, reduzieren sich die Forderungen 
3) des $8 hier auf: m; #5, m; #9. 

4) m, #8, m; #11. 

9) Da außerdem jetzt noch 10 als Fixpunkt vorgeschrieben ist, reduzieren sich 
die beiden Forderungen 5) des $ 8 hier auf: m} + 12. 

6) m; #7, m; + 13. 
Wir behaupten jetzt den folgenden Existenzsatz: 





Satz 29. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) gibt 
es bei vorgeschriebenen kollinearen Fixpunkten genau 8 untereinander und von der Identität 
verschiedene vierfixpunktige kollineare Inzidenzabbildungen TE) v=1,23,...8). 

Beweis. Eine systematische Erfüllung der Forderungen 1)—6), die berücksichtigt, 
daß (1) = (1, 2, 4, 10) die identisch auf sich bezogene Gerade sein soll, liefert zu {1, 2, 3, 6} 
als Ausgangsviereck genau die folgenden acht Bildvierecke {1, 2, k’, !’} des Möbiusschen 
Bildnetzes: 

1. {1,2,5,7} | 3. {1,2,7,13} 5. {1,2,9,8 | 7. {1,2,12,3} 
2. {1,2,6,12} | 4. {1,2,8,11} | 6. {1,2,11,9} | 8. {1,2,13, 5}. 

Die entsprechenden (mit gleichen Indizes wie diese Nummern versehenen), hier- 
durch erzeugten vierfixpunktigen kollinearen Inzidenzabbildungen 7/'” (v=1,2,3,...,8) 
erhält man wieder am einfachsten durch Betrachtung ihrer zyklischen Gruppen der 
Ordnung 3. 


1) TV erzeugt die folgende zyklische Gruppe U’: 
TM = 1-1, 22,3 5 — 1 —3,4-—4,6—7—9—6,8—12 —13 —8, 10-10, 
(MY = 11,22, 3 1 —5 —3, 446 —9 —7—6,8—13 —12 —8, 10-10 = TE, 


2) TE” erzeugt US”: 
Mi 1,2-> 2,3 —6 —12 —3, 44,5 —7 —13 —5,8— 11 —9 —8, 10-10, 


a Sn erkenne - td, 
3) TV erzeugt US: 
TI” = 1-1, 22,3 —7 —8 —3, 4-45 —9 —12 5,6 —13 —11 —6,10-— 10, 

( 7m: = 1-1, 2-23 —8 —7 —3 44,5 —12 —9 5,6 — 11 —13 —6, 10-10 = TE”, 


. T!Y erzeugt u”: 


47. Hieran anschließend beweisen wir den 


Satz 30. Jede vierfixpunktige kollineare Inzidenzabbildung T}'(v=1,2,3,...,8) 
von S(13/2/4) besitzt auch genau vier durch einen (Fix-)Punkt gehende Fixgeraden. 


24* 








188 Steck, Zur Theorie der reellen Inzidenzabbildungen. II. 


Beweis. Der Einfachheit halber und weil dies, wie man sich leicht überlegt, bereits 
_ genügt, führen wir den Nachweis nur mehr wieder für eine der 7/'‘’ und wählen etwa 71". 


Dann gehen vermöge T}'‘’ die Geraden von S(13/2/4) folgendermaßen ineinander 
über: 





(6) = (2, 6, 7, 9) — (2, 7,9, 6) = (6) 
(8) = (4,8,9,11) —(4,12,6,3) = (@) 
(9) = (5, 9, 10,12) — (11, 6, 10,13) = (10) 
(10) = (6,10, 11,13) —(7,10,3,8) = (7) 
(11) = (1,7,11,12) —(1,9,3,13) = (13) 
(12) = (2,8,12,13) <+(2,12,13,8) = (12) 
(13) = (1,3,9,13) —(1,5,6,8) = 6), 


also: 
(1) (1), (2) (2), (3) — (4) — (8) — (3), (5) — (11) — (13) — (8), (6)— (6), 
(7) — (9) — (10) — (7), (12) (12), 
und alle vier Fixgeraden haben den Fixpunkt 2 gemeinsam. 

Die charakteristische Inzidenzkonstellation der Fixelemente des vierfixpunktigen 
Inzidenzabbildungstyps 7” ist also die der Abb. 6. — Dieser Inzidenzabbildungstypus 
hat im Baldusschen ebenen Kollineationstyp (V), der zentralen Köllineation mit dem 
Kollineationszentrum auf der Kollineationsachse, sein Analogon. 





1-1 





Abb. 6. 


$ 10. Die Nichtexistenz des dreifixpunktigen Inzidenzabbildungstyps T“ in $(13/2/4). 


48. Als Fixpunktdreieck mag etwa das Dreieck der Punkte 1, 2, 3 vorgeschrieben 
werden. Dann wird die dreifixpunktige kollineare Beziehung der Ebene des Systems 
$(13/2/4) auf sich mittels eines endlichen Möbiusschen Bildnetzes {1, 2, 3, 1} vorgenommen, 
indem den Punkten 1,2, 3,6 des Ausgangsnetzes der Reihe nach die Punkte 1, 2, 3, 1’ 
als Bildpunkte aus $S(13/2/4) zugewiesen werden. Dabei müssen überdies noch die fol- 
genden Forderungen erfüllt werden: 

1)U #6; 

2) {1,2,3}, {2,3,7’%, £3,7',1}, (U, 1,2} sämtlich nicht kollinear; 

3)m +4, m#+5, m #9; 

4) mi #8, m; #11; 

5) m; # 10, m; # 12; 

6) ms #7, m #13. 
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Wir behaupten jetzt den 
Satz 31. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) gibt 


es den reellen ebenen Inzidenzabbildungstyp T‘“’ mit genau drei nichtkollinearen Fixpunkten 
(dreifixpunktige Inzidenzabbildung) nicht. 


Beweis. Der Beweis für die Nichtexistenz von 7“ in S(13/2/4) verläuft in folgenden, 
auch für spätere Überlegungen (s. Nr. 49, 51) wichtigen Schritten: 

1) Die Erfüllung der obigen Forderung 1) liefert zu {1, 2, 3, 6} in S(13/2/4) genau 
die folgenden drei Bildvierecke: 


1. {1,2,3, 7} 
2. {1,2, 3,8} 
3. {1, 2, 3, 12}. 

2) Für jedes dieser drei Vierecke sind die obigen Forderungen 2) einzeln erfüllt, 
denn: 

a) {1,2,3}, {2,3,7}, £,7,1}, {7,1,2} liegen sämtlich nicht kollinear, wie die 
Kolonnen (1), (2), (7), (11) der Tafel (Abb. 1) zeigen. 

b) {1,2,3}, {2,3,8}, £3,8,1}, {8,1,2} liegen sämtlich nicht kollinear, wie die 
Kolonnen (1), (2), (7), (5) zeigen. 

c) {1,2,3}, {2,3,12}, {3,12,1}, {12,1,2} liegen sämtlich nicht kollinear, wie 
die Kolonnen (1), (2), (3), (11) zeigen. 

3) Dagegen ist 

a) für das erste der drei Vierecke die dritte der Forderungen 3) und die letzte 
Forderung aus 6) nicht erfüllt (und auch nicht erfüllbar), denn: 

(1,3) x (2, 7) Dun J, {(13) x (6)}, 
(1,3) x (10,11) = 13,  {(13) x (10)}, 

d.h. die mit 1 und 3 auf (13) kollinearen Punkte 9 und 13 treten noch als Fixpunkte 
auf; 

b) für das zweite der drei Vierecke die zweite der Forderungen 3) und die zweite 
der Forderungen 4) nicht erfüllt, denn: 


(10, 13) x (2,3) = 11, (10 2)}, 
d.h. die mit 2 und 3 auf (2) kollinearen Punkte 5 n 5 treten noch als Fixpunkte 
auf; 


c) für das dritte der drei Vierecke endlich die erste der Forderungen 3) und die 
erste der Forderungen 5) nicht erfüllt, denn: 
(1,2)x 8,12)=4 {1)x @)} 
(1,2) x (11,13) = 10, {(1) x (10)}, 
d.h. die mit 1 und 2 auf (1) kollinearen Punkte 4 und 10 treten noch als Fıxpunkte 
auf. 


$ 11. Der (n + 1)-fixpunktige kollineare Inzidenzabbildungstyp T“” in S(13/2/4). 

49. Da S(13/2/4) in S(n— n + 1/2/n) für n = 4 eintritt, so haben wir hier vom 
fünffixpunktigen kollinearen Inzidenzabbildungstypus T“” zu sprechen. 

Dann gibt uns die Beweisführung des Satzes 31 bereits alle Mittel in die Hand, 
den gesuchten Inzidenzabbildungstyp 7” in S(13/2/4) aufzufinden, wie die folgenden 
Entwicklungen zeigen werden. 

Als identisch auf sich bezogene Gerade werde hier etwa die Gerade (1) = (1, 2, 4, 10), 
als der mit ihr nicht inzidierende weitere Fixpunkt etwa der Punkt 3 vorgeschrieben. 
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Dann wird die fünffixpunktige kollineare Beziehung der Ebene des Systems $(13/2/4) 
auf sich mittels eines endlichen Möbiusschen Bildnetzes {1,2,3,2’} vorgenommen, in- 
dem den Punkten 1,2,3,6 des Ausgangsnetzes der Reihe nach die Punkte 1, 2, 3,’ 
als Bildpunkte aus $(13/2/4) zugewiesen werden. Dabei müssen überdies noch die fol- 
genden Forderungen erfüllt werden: 

i)E +6; 

2) {1,2,3}, £2,3,7%, 8,7,1}, ,1,2} sämtlich nicht kollinear; 

3)m+5, m +9 AAm#+8 m;+#1l; 5) m +12; 6) ms #7, my + 13. 

Jetzt behaupten wir den 

Satz 52. In der endlichen projektiven Geometrie des Veblensystems S(13/2/4) gibt 
es bei vorgeschriebenem Fixpunktdreieck mit vorgeschriebener identisch auf sich bezogener 
Seite genau eine fünffixpunktige kollineare Inzidenzabbildung T“. 

Beweis. Den Forderungen 1) und 2) leisten wieder (wie im Falle des Satzes 31) 
die drei Bildvierecke {1,2,3,7}, {1,2,3,8}, {1,2,3,12} Genüge. Dagegen zeigt die 
Beweisführung des Satzes 31 unter 3), a)—c), insb. unter 3), c), daß der Forderung 
des Identischaufsichbezogenseins der Seite (1) = (1,2,4,10) des Fixpunktsdreiecks 
{1,2,3} nur durch das eine Bildviereck 


{1,2, 3,12) 
und damit auch den obigen Forderungen 3)—6) genügt wird. In der Tat liefert nun 
dieses Bildviereck die behauptete fünffixpunktige Inzidenzabbildung 
T\” = 11,2 2,33, 44,5 —11 —5,6—12 —6,7—8—7,9—13 —9, 10-10. 
50. Im Anschluß hieran beweisen wir jetzt den 


Satz 33. Die fünffixpunktige kollineare Inzidenzabbildung T‘“” besitzt auch genau 
fünf Fixgeraden, von denen die vier nicht identisch auf sich bezogenen durch den nicht auf 
der identisch auf sich bezogenen Seite des Fixpunktsdreiecks liegenden (Fix-) Punkt gehen. 


Beweis. T“” bildet die Geraden von $(13/2/4) folgendermaßen ab: 








(1) = (1,2,4,10) +>(1,2,4,10) = (il) 
(2) = (2,3,5,11) +>(2,3,11,5) = (2) 
(3) = (3,4,6,12) +—(3,4,12,6) = (3) 
(4) = (4,5,7,13) —(4,11,89) = (8) 
(5) = (1,5, 6, 8) — (1, 11,12,7) = (11) 
- (2, 6, 7, 9) = (2, 12, 8, 13) zen (12) 
(8) — = (4,8,9,11) —(4,7,13,5) = (4) 
(9) = (5, 9, 10,12) — (11, 13, 10, 6) = (10) 
(10) = (6, 10, 411, 13) — (12,10,5,9) = (9) 
(81) = (4. 3,21, 12) — (1, 8,5, 6) = {9) 
(13) u (1, 3, J, 13) BERREN (1, 3, 13, 9) —— (13) ) 


also: 
(1) (1), (2) (2), (3) (3), (4) — (8) — (4), (5) — (11) — Ö), 
(6) — (12) — (6), (7) — (7), (9) — (10) — (9), (13) — (13). 

Die vier Fixgeraden (2), (3), (7) und (13), die nicht identisch auf sich bezogen sind, 
haben alle den Punkt 3 gemeinsam, der nicht auf der identisch auf sich bezogenen Ge- 
raden (1) liegt. 

Die charakteristische Inzidenzkonstellation der Fixelemente der T“”, die — 
nebenbei bemerkt — involutorisch ist und daher eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 
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erzeugt, ist also die der Abb. 7. — Dieser Inzidenzabbildungstypus hat im Baldusschen 
ebenen Kollineationstyp (II), der zentralen Kollineation mit nicht auf der Kollineations- 
achse gelegenem Kollineationszentrum, sein Analogon. 





Abb. 7. 


$ 12. Der Vollständigkeitsnachweis: Die Gruppe Gy, der reellen Inzidenzabbildungen 


von S(13/2/4). 


öl. Der Vollständigkeitsbeweis für die Untersuchungen des 3. Kapitels dieser 
Arbeit ist dann erbracht, wenn gezeigt werden kann, daß alle in $(13/2/4) überhaupt 
möglichen reellen Inzidenzabbildungen durch unsere Typenbildung erfaßt sind. M. a. W. 
zum Nachweis der Vollständigkeit haben wir lediglich die Ordnung 5616 der Gruppe 
G;;1s der reellen Inzidenzabbildungen der minimalen Vierecksgeometrie $(13/2/4) auf- 
zuweisen. Dies geschieht folgendermaßen: 


1) 


2) 


3) 


4) 


>) 


Durch Satz 23 ist die Existenz von genau 1728 untereinander und von der 
Identität verschiedenen fixpunktfreien Inzidenzabbildungen T”’ von $(13/2/4) 
durch ihre explizite geometrische Konstruktion nachgewiesen worden. 

Der Satz 25 weist bei vorgeschriebenem Fixpunkt die Existenz von genau 210 
einfixpunktigen Inzidenzabbildungen 7!" durch explizite geometrische Kon- 
struktion nach. Da aber jeder der 13 Punkte von $(13/2/4) als Fixpunkt vor- 
geschrieben werden kann, so gibt es in S(13/2/4) insgesamt 13 - 210 = 2730 ein- 
firpunktige Inzidenzabbildungstypen T“", die ihrerseits in genau zwei Unter- 
typen 7" und 7“ zerfallen, wobei es vom ersten Untertyp genau 13 - 48 — 624, 
vom zweiten Untertyp genau 13 - 162 = 2106 gibt (s. Satz 26, Nr. 43). 

Durch Satz 27 ist bei vorgeschriebenen Fixpunkten die Existenz von genau 12 
zweifixpunktigen Inzidenzabbildungen 7T}'” wieder durch geometrische Kon- 
struktion nachgewiesen worden. Da es von den 13 verschiedenen Punkten 
von $(13/2/4) genau 78 verschiedene Paare gibt, die als Fixpunktpaare vor- 
geschrieben werden können, so gibt es in S$(13/2/4) insgesamt 78 - 12 = 936 
zweifizpunktige Inzidenzabbildungen T""”. 

Der Satz 29 weist bei vorgeschriebenen kollinearen Fixpunkten die Existenz 
von genau 8 vierfixpunktigen kollinearen Inzidenzabbildungen T}'” durch 
explizite geometrische Konstruktion nach. Da jede der 13 verschiedenen Ge- 
raden von $(13/2/4) als identisch auf sich bezogene Gerade vorgeschrieben 
werden kann, so gibt es in S(13/2/4) insgesamt 13-8 = 104 vierficpunktige 
kollineare Inzidenzabbildungen T““. 


Weil durch Satz 31 auf geometrischem Wege erwiesen ist, daß es den Inzidenz- 
abbildungstyp 7’ mit genau drei verschiedenen, nichtkollinearen Fixpunkten 
in $(13/2/4) nicht gibt, so kann jetzt zur Abzählung der Typen T“” von S(13/2/4) 
bündig folgendermaßen geschlossen werden. 
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Da der Satz 32 beweist, daß es den Inzidenzabbildungstyp 7” in $(13/2/4) 
gibt, und daß für ein festgehaltenes Fixpunktdreieck mit vorgeschriebener 


identisch auf sich bezogener Seite genau eine Abbildung T““” in $(13/2/4) 
existiert, so kommt es jetzt nur mehr darauf an, sämtliche nichtkollinearen 
Punktetripel von $(13/2/4) abzählend anzugeben, die durch eine jede der 13 
Geraden von $(13/2/4) (vorgeschriebene identisch auf sich bezogene Seite!) 
mit den nicht mit ıhr inzidenten Punkten gebildet werden. Zu jeder der 13 
Geraden von $(13/2/4) gibt es aber genau je 9 weitere Punkte, die mit ihr nicht 
inzidieren (nach Definition von $(13/2/4) durch die Tafel der Abb. 1). Mithin gibt 
es insgesamt 13 - 9 = 117 nichtkollineare Punktetripel, die als Fixpunktdreiecke 


mit vorgeschriebener identisch auf sich bezogener Seite für den Typ T“” 
eintreten können. Daher gibt es insgesamt ın S(13/2/4) genau 117 fünffixpunktige 


; r V 
Inzidenzabbildungen T“”. 


6) Schließlich gibt es (Satz 2, Nr. 7) noch die Identität T“'® das Einheitselement 
der Gz1s- 
Aus 1)—6) aber ergibt sich durch Addition der Elementanzahlen 
1728 + 2730 + 936 + 104 + 117 + 1 = 5616 


die Ordnung der Gruppe G der reellen Inzidenzabbildungen von $(13/2/4), womit der 
Vollständigkeitsbeweis erbracht ist. 


52. In den Beweisführungen der Sätze 23, 25, 27, 29, 33 sind jeweils direkt die 
zyklischen Gruppen angegeben worden, die die einzelnen Inzidenzabbildungstypen 
bilden, wodurch wieder eine einfache geometrische Deutung (Darstellung) der zyklischen 
Gruppen geliefert wurde. Diese zyklischen Gruppen, über deren Ordnungen, Eigenschaften 
und Anzahlen in $(13/2/4) nach den Entwicklungen des 2. Kapitels und nach den oben 
durchgeführten Abzählungen kein Zweifel bestehen kann, sind, wie man unmittelbar 
aus den einschlägigen Beweisführungen der $$6—A11 erkennt, zyklische Untergruppen 
der Gysıe- 


Diese rein gruppentheoretischen Eigenschaften der T von $(13/2/4) werden wir 
in einer folgenden Arbeit gesondert formulieren; die Ergebnisse selbst sind bereits in 
den Beweisführungen der Sätze 23, 25, 27, 29, 33 enthalten und bedürfen lediglich noch- 
mals einer Zusammenstellung, die wir aus Raumgründen in dieser Arbeit unterdrücken. 
Des weiteren werden wir später zeigen, daß wir durch unsere Untersuchungen alle Mittel 
in der Hand haben, die Nachweise für die Gleichberechtigung der Elemente eines jeden 
V'eblensystems und für seine Einzigkeit oder Mehrfachheit rein geometrisch zu erbringen. 


Damit erhalten die vorliegenden geometrisch-axiomatischen Untersuchungen 
in der endlichen minimalen Vierecksgeometrie $(13/2/4) auch ihre vollständige gruppen- 
theoretische Abrundung und damit jene Bündigkeit der Begründung, die das Ziel geome- 
trisch-axiomatischer Forschung ist. Die endlichen projektiven Geometrien der Veblen- 
systeme selbst erhalten hierdurch ihre Einordnung in den Ideenkreis des Kleinschen „Erlanger 
Programms“. 





Eingegangen 13. April 1938. 





